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译者序 


20 世纪 60 年代初，美国一些理工科大学鉴于当时的大学基础物理教学与现代科学技 
术的发展不相适应，纷纷试行教学改革，加利福尼亚理工学院就是其中之一。该校于1961 
年9月至1963年5月特请著名物理学家费恩曼主讲一二年级的基础物理课，事后又根据讲 
课录音编辑出版了 《费恩 曼物理学讲义>。本讲义共分3卷，第1卷包括力学、相对论、光学、 
气体分子运动论、热力学、波等，第2卷主要是电磁学.第3卷是量子力学。全书内容十分丰 
富,在深度和广度上都超过了传统的普通物理教材。 

当时美国大学物理教学改革试图解决的一个主要问题是基础物理教学应尽可能反映近 
代物理的巨大成就。 《费恩 曼物理学讲义>在基础物理的水平上对20世纪物理学的两大重 
要成就——相对论和 ft 子力学一作了系统的介绍，对于置子力学，费恩曼教授还特地准备 
了一套适合大学二年级水平的讲法。教学改革试图解决的另一个问题是按照当前物理学工 
作者在各个前沿研究领域所使用的方式来介绍物理学的内容。在 （费恩 曼物理学 讲义》 一书 
中对一些问题的分析和处理方法反映了费恩曼自己以及其他在前沿研究领域工作的物理学 
家所通常采用的分析和处理方法。全书对基本概念、定理和定律的讲解不仅生动 m 晰，通俗 
易憷且特别注重从物理上作出深刻的叙述。为了扩大学生的知识面，全书还列举了许多 
基本物■理原理在各个方面（诸如天体物理、地球物理、生物物 理等） 的应用，以及物理学的一 
些® 新成就。由于全书是根据课堂讲授的录音整理编辑的，它在一定程度保留了费恩曼讲 
课的生动活泼、引人入胜的独特风格。 

《费恩 曼物理学讲义 > 从呰通 物理水平出发，注重物理分析，深入浅出，避免运用高深繁 
琐的数学方程，因此具有高中以上物理水平和初等微积分知识的读者阅读起来不会感到十 
分困难。至于大学物理系的师生和物理工作者更能从此书中获得教益。 

1989年，为纪念费恩曼逝世一周年，原书编者 ffi 新出版本书，并增加了介绍费恩曼生平 
的短文和新的序言。2010年.编者根据五十多年来世界各国在阅读和使用本书过程中提出 
的意见，对全书(三卷)存在的错误和不当之处 (885 处)进行了订正，并使用新的电子版语言 
和现代作图软件对全书语言文字、符号、方程及插图进行重新编辑出版，称为新千年版。本 
书就是根据新千年版 ffl 译的。 

本书中译本1987年版本卷第1章至第15章由潘笃武翻译，其中第6章至第11章是在 
吴子仪译稿基础上重译，第12章在李洪芳译稿基础上重译，第15章在潘笃武、李洪芳合译 
的基础上重译。第16章至第21章、索引由李洪芳翮译。郑广垣、郑永令曾参与了本书译稿 
的校阅工作。本卷这一版由潘笃武（1_15章）、李洪芳 （16 — 21章，索引）重新校勘。 

由于译者水平所限,错误在所难免，欢迎广大读者批评指正。 

译者 

2012 年 10 月 




关于费恩曼 


理査德.费恩曼 （ R . P . Feynman ) 1918年生于纽约市，19彳2年在普林斯顿大学获得博 
士学位。第二次世界大战期间，尽管当时他还很年轻，就已经在洛斯阿拉莫斯的曼哈顿计划 
中发挥了重要作用。以后，他在康奈尔大学和加利福尼亚理工学院任教。1965年，因在量 
子电动力学方面的工作和朝永振一郎及施温格尔 ( J . Schwinger ) 同获诺贝尔物理学奖。 

费恩曼博士获得诺贝尔奖是由于成功地解决了 M 子电动力学的理论问题。他也创立了 
说明液氦中超流动性现象的数学理论。此后，他和盖尔曼 （ M . Geli - Mann ) —起在 p 衰变等 
弱相互作用领域内做出了奠基性的工作。在以后的几年里，他在夸克理论的发展中起了关 
键性的作用，提出了高能质子碰掩过程的部分子模型。 

除了这些成就之外，费恩曼博士将新的基本计算技术及记号法引进物理学，首先是无处 
不在的费恩曼图•在近代科学历史中，它比任何其他数学形式描述都更大地改变了对基本物 
理过程形成概念及进行计算的方法。 

费恩曼是一位卓越的教宵家。在他获得的所有奖项中，他对1972年获得的奥斯特教学 
奖章特别感到自豪。在 196 3 年第一次出版的《费恩曼物理学讲义>被 （科学 美国人>杂志的 
一位评论员描写为“难啃的但却富于营养并且津津有味。25年后它仍是教师 和敁优 袭的初 
学学生的指导书”。为了使外行的公众增加对物理学的了解，费恩曼博士写了 （物理 定律和 
播子电动力学的性质 :光和 物质的奇特理论>。他还是许多高级出版物的作者，这些都成为 
研究人员和学生的经典参考书和教科书。 

费恩曼是一个活跃的公众人物。他在挑战者号调査委员会里的工作是众所周知的，特 
別是他的著名的 O 型环对寒冷的敏感性的演示，这是一个优美的实验，除了一杯冰水和 c 
形钳以外其他什么也不需要。费恩曼博士 I 960 年在加利福尼亚州课程促进会中的工作却 
很少人知道，他在会上指责教科书的平庸。 

仅仅罗列费恩曼的科学和教育成就还没有充分抓住这个人物的本质。即使是他的最最 
技术性的出版物的读者都知道，费恩曼活跃的多面的人格在他所有的工作中都闪闪发光。 
除了作为物理学家，在各种不同的时候 :他是 无线电修理工，是锁具收藏家、艺术家、舞蹈家、 
邦戈 （ bongo 〉 鼓手，以至玛雅象形文字的破译者。他的世界是永远的好奇，他是一个典型的 
经验主义者。 

费恩曼于1988年2月15日在洛杉矶逝世。 



新千年版前言 

巧 :，:: ePfUP 


自理査 德 • 费恩曼在加利福尼亚理工学院讲授物理学导论课程以来，已经过去快50年 
了。这次讲课产生了这三卷 《费恩 曼物理学讲义>。在这50年中，我们对物理世界的认识已 
经大大改变了，但是（费恩曼物理学讲义>的价值仍旧存在。由于费恩曼对物理学独到的领 
悟和教学方法，费恩曼的讲 X 今天仍像第一次出版时那样具有权威性。这些教本已在全世 
界范围内被初学者，也被成熟的物理学家 研读; 它们已被翻译成至少12种语言，仅仅英语的 
印刷就有150万册以上。或许至今为止还没有其他物理学书箱有这样广泛的影响。 

新千年版迎来了 <费恩曼物理学讲义（ FLP )>的新时代 ：21 世纪的电子出版物时代。 
FLP 改变为 eFLP , 本文和方程式用电子排字语言表示，所有的插图用现代绘图软件 
重画。 

这一版的印刷本的效果并没有什么特别之处，它看上去几乎完全和学物理的学生都已 
熟悉并热爱的敁初的红色书一样。主要的差别在于扩大并改进了的索弓以前的版本第一 
次印刷以来的50年内读者们发现的885篇错误的改正，以及改正未来的读者可能发现的错 
误的便利。关于这一点我以后还要谈到。 

这一版的电子书版本以及加强电子版不同于20世纪的大多数技术书箱的电子书，如果 
把这种书箱的方程式、插图、有时甚至包括课文，放大以后都成为多个像素。新千年版的 
LATtX 稿本有可能得到敁高质擻的电子书，书页上的所有的面貌特征 （除了照片） 都可以无限 
制地放大而始终保持其精确的形状和细锐度。带有费恩曼原初讲课的声音和黑板照相、还 
带有和其他资源的联接的加强电子版是新事物 ，（ 假如费恩曼还在世的话）这一定会使他极 
其高兴， 


费恩曼讲义的回忆 

这三卷书是一套完备的教科书。它们也是费恩曼在 1961—1964 年给本科生上物理学 
课的历史记录，这是加利福尼亚理工学院的一年级和二年级学生，无论他们主修什么课程， 
都必须上的一门课。 

读者们可能和我一样很想知道，费恩曼的讲课对听课的学生的影响如何。费恩曼在这 
几本书的前言中提供了多少有些负面的看法。他写道：“我不认为我对学生做得很好”。马 
修 • 桑兹在他的<费恩曼物理学指导手册>的回忆文章中给出了完全正面的观点。出于好 


原文 “What would have given Feynman great pleasure” 是虚拟式的句子，中文没有相当于英语虚拟 
式的句法，所以加上括号内的句子。——译者注 



费恩曼物理学讲义（第 3 卷） 


奇,2005年春天，我和从费恩曼 1961-1964 班级（大约150个学生）中半随机地挑选一组17 
位学生通过电子邮件或面谈联系——这些学生中有些在课堂上有很大的困难，而有一些很 
容易掌握 课程; 他们主修生物学，化学，工程，地理学，数学及天文学，还包括物理学。 

经过了这些年，可能已经在他们的记忆中抹上了欣快的色彩，但大约有80%回忆起费 
恩曼的讲课觉得是他们大学时光中精彩的事件。“就像上教堂。”听课是“一个变形改造的经 
历”，“一生的重要阅历，或许是我从加利福尼亚理工学院得到的最重要的东西。”“我是一个 
主修生物学的学生，但费恩曼的讲课在我的本科生经历中就像在最高点一样突出……虽然 
我必须承认当时我不会做家庭作业并且总是交不出作业。”“我当时是课堂上最没有希望的 
学生之一，但我从不缺一堂课……我记得并仍旧感觉到费恩曼对于发现的快乐……他的讲 
课具有一种……感情上的冲击效果，这在印刷的讲义中可能失去了。" 

相反，好些学生，主要由于以下两方面问题.而具有负面的记忆 。 （ I )“ 你无法通过上课 
学会做家庭作业。费恩曼太灵活了——他熟知解题技巧和可以作哪些近似，他还具有基于 
经验和天賦的直觉，这是初学的学生所不具备的。”费恩曼和同事们在讲课过程中知 道这一 
缺陷,做了一些工作，部分材料已编入 《费恩 曼物理学指导 手册〉：费恩 曼的三次习题课以及 
罗伯特 • 莱顿和罗各斯 • 沃格特 （Rochus Vogt ) 选编的一组习题和答案 。 （ II ) 由于不知道 
下一节课可能会讨论什么内容产生一种不安全感，缺少与讲课内容有任何关系的教科书或 
参考书，其结果是我们无法预习.这是十分令人丧气的……我发现在课堂上的演讲是令人激动 
但却是很难惟，但（当我重建这些细节的时候发现)它们只是外表上像梵文一样难慊。当然，有 
了这三本(费恩曼物理学讲义>，这些问题已经得到了解决。从那以后的许多年.它们就成了加 
州理工学院学生学习的教科书，直到今天它们作为费恩受的伟大遗产还保持着活力。 


改错的历史 

<费恩曼物理学 讲义》 是费恩曼和他的合作者罗伯特 • 莱顿及马修 • 桑兹非常仓促之中 
创作出来的，根据费恩曼的讲课的录音带和黑板照相（这些都编入这新千年版的增强电子 
版)加工扩充而 成*。 由于要求费恩曼、莱顿和桑兹高速度工作，不可避免地有许多错误隐 
藏在第一版中。在以后几年中，费恩曼收集了加州理工学院的学生和同事以及世界各地的 
读者发现的、长长的、确定的错误列表。在20世纪60年代和70年代早期，费恩曼在他的紧 
张的生活中抽出时间来核实第1卷和第2卷中确认的大多数，不是全部错误,并在以后的印 
刷中加入了勘误表。但是费恩曼的责任感从来没有高到超过发现新事物的激情而促使他处 
理第3卷中的错误。~在1988年他过早的逝世后，所有三卷的勘误表都存放到加州理工学 
院档案馆，它们躺在那里被遗忘了。 


• 费恩曼的讲课和这三本书的起源的说法请参阅这三本书每一本都有的 《费恩 曼自序 >和<前言>.也 
可参看 《费 恩曼物理学指导手册>中马修 • 桑兹的回忆以及1989年戴维 • 古德斯坦 （David Good - 
stein ) 和格里 ■ 诺格鲍尔 (Gerry Ne U geb auer > 撰写的 《费 恩曼物理学讲义纪 念版》 特刊前言，它也刊 
钱在2005年限定版中。 

• • 1975年,他开始审核第3卷中的错误.但被其他事情所分心，因而没有完成这项工作,所以没有作出 
勘误。 








新千年版前官 I 3 


2002年，拉尔夫 • 莱顿 (Ralph Leighton ) (已故罗伯特 • 莱顿的儿子，费恩曼的 同胞） 告 
诉我，拉尔夫的朋友迈克尔 • 戈特里勃 （Michael Gottlieb ) 汇编了老的和长长的新的勘误 
表。莱顿建议加州理工学院编*一个改正所有错误的<费恩曼物理学 讲义》 的新版本，并将 
他和戈特里勃当时正在编写的新的辅助材料—— 《费恩 曼物理学指导 手册》 一同出版。 

费恩曼是我心目中的英雄，也是亲密的朋友。当我看到勘误表和提交的新的一卷的内容 
时,我很快就代表加州理工学院(这是费恩曼长时期的学术之家，他、莱顿和桑兹已将 《费 恩曼 
物理学 讲义》 所有的出版权利和责任都委托给她了）同意了。一年半以后，经过戈特里勃细 
微工作和迈克尔 • 哈特尔 （Micheal Hard ) (—位优秀的加州理工学院博士后工作者，他审校 
了加上新的一卷的所有的错误)仔细的校阅，《费恩曼物理学讲义>的2005限定版诞生了，其 
中包括大约200处勘误。同时发行了费恩曼、戈特里勃和莱顿的 〈费 恩曼物理学指导手册>。 

我原来以为这一版是“定本”了。出乎我意料的是全世界读者热情响应。戈特里勃呼吁 
大家鉴别出更多错误，并通过创建的费恩曼讲义网站 www . feynmanlectures . info 提交给 
他。从那时起的五年内，又提交了 965处新发现的错误，这些都是从戈特里勃、哈特尔和纳 
特 • 博德 (Nate Bode ) (—位优秀的加州理工学院研究生，他是继哈特尔之后的加州理工学 
院的错误检査员）的仔细校对中遗漏的。这些965处被检査出来的错误中80处在 《定本》 的 
第四次印刷 （2006 年8月）中改正了，余下的885处在这一新千年版的第一次印刷中被改正 
(第1卷中332处，第2卷中263处，第3卷200处广，这些错误的详情可参看 www . feyn - 
man lectures , info . 

显然，使 （费恩 曼物理学 讲义》 没有错误已成为全世界的共同事业。我代表加州理工学 
院感谢2005年以来作了贡献的50位读者以及更多的在以后的年代里会作出贡献的读者。 
所有贡献者的名字都公示在 www . feynmanlectures . info / flp - errata . html 上。 

几乎所有的错误都可分为三种类型 ：（ 丨 ） 文字中的印刷错误 ； （ II ) 公式和图表中的印刷 
和数学错误一符号错误，错误的数字（例如，应该是4的写成 5), 缺失下标、求和符号、括 
号和方程式中一 些项 〆 iii ) 不正确的章节、表格和图的参见条目。这几种类型的错误虽然对 
成熟的物理学家来说并不特别严重，但对于初识费恩曼的学生，就可能造成困感和混淆。 

值得注意的是，在我主持下改正的1 165处错误中只有不多几处我确实认为是真正物 
理上的错误。一个例子是第二卷,5_9页上一句话，现在是“……择埠的封闭导体内部没有 
稳定的电荷分布不会在外部产生[电]场”（在以前的版本中漏掉了接地一词）。这一错误是 
好些读者都曾向费恩曼指出过的，其中包括威廉和玛丽学院 （The College of William and 
Mary ) 学生比尤拉 • 伊丽莎白 • 柯克斯 （Beulah Elizabeth Cox ) ,她在一次考试中依据的是 
费恩曼的错误的段落。费恩曼在1975年给柯克斯女士的信中写 道：“ 你的导师不给你分数 
是对的，因为正像他用高斯定律证明的那样，你的答案错了。在科学中你应当相信逻辑和论 
据、仔细推理两不是权威。你也正确阅读和理解了书本。我犯了一个错误，所以书错了。当 
时我或许正想着一个接地的导电球体，或 别的； 使电荷在(导体球）内部各处运动而不影响外 
部的事物。我不能确定当时是怎样做的。但我错了。你由于信任我也错了。” ** 

• 原版如此。一译者注 

*• 《与习 俗完全合理的背离.理査德 • P • 费恩曼的信件 > 288-289 页，米歇尔 • 费恩曼 （Michelle 
Feynman ) 编 ， Basic Books , 纽约，2005。 
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这一新千年版是怎样产生的 

2005年11月到2006年 7 月之间，3 4 0个错误被提交到费恩曼讲义网站 www . f eynman 
lectures , info . 0 值得注意的是，其中大多数来自鲁道夫 • 普法伊弗 （ Rudolf Pfeiffer ) 博士 
—个 人：当 时是奥地利维也纳大学的物理学博士后工作者。出版商艾迪生.卫斯利 （ Addi - 
son Wesley ), 改正了 80处错误，但由于费用的缘故而没有改正更多的错误：由于书是用照 
相胶印法印刷的，用 I 960 年代版本书页的照相图出版印刷。改正一个错误就要将整个页面 
重新排字并要保证不产生新的错误，书页要两个不同的人分别各排一页，然后由另外几个人 
比较和校读一如果有几百个错误要改正，这确是一项花费巨大的工作。 

戈特里勃、普法伊弗和拉尔夫.莱顿对此非常不满意，于是他们制定了一个计划，目的 
是便于改正所有错误，另一目的是做成电子书的（费恩曼物理学讲义>的加强电子版。 2007 
年，他们将他们的计划向作为加州理工学院的代理人的我提出，我热心而又谨慎。当我知道 
了更多的细节•包括(加强电子版本> 中一章的示范以后，我建议加州理工学院和戈特里勃、 
荮法伊弗及莱顿合作来实现他们的计划。这个计划得到三位前后相继担任加州理工学院物 
理学、数学和天文学学部主任—— 汤姆. 汤勃列罗 （Tom Tomlrello )、 安 德鲁. 兰格 < An - 
drew Lange ) 和汤姆 • 索伊弗 (Tom Saifer ) ——的 支持； 复杂的法律手续及合同细节由加州 
理工学院的知识产权法律顾问亚当•柯奇伦 （Adam Cochran ) 完成。《新千年版》的出版标 
示筘该计划虽然很复杂但已成功地得到执行。尤 其是： 

符法伊弗和戈特里勃已将所有三卷〈费恩曼物理学讲义 >( 以及来自费恩曼的课程并收 
入《费恩受物理学指导书>的1 000多道习题）转换成 LMtX 。 《费恩受物理学 讲义》 的图是在 
书的德文译者亨宁 • 海因策 （Henning Heinze ) 的指导下，为用于德文版，在印度用现代的电 
子方法重画的。为了将海因策的插图的非独家使用于新千年英文版，戈特里勃和符法伊弗 
购买了德文版[奥尔登博 ( Oldenbourg ) 出版]的 LMtX 方程式的非独家的使用权，梓法伊弗和 
戈特里勃不厌其烦地校对了所有 L * ltX 文本和方程式以及所有重画的插图，并必要时作了改 
正。纳特 • 博德和我代表加州理工学院对课文、方程式和图曾作过抽样调査，值得注意的 
是，我们没有发现错误。普法伊勃和戈特里勃是惊人的细心和精确。戈特里勃和普法伊弗 
为约翰 • 沙利文 (John Sullivan ) 在亨丁顿实验室安排了将费恩曼在 1962—1964 年黑板照 
相数字化，以及乔治.布卢迪_奥迪欧 （George Blood Audio ) 将讲课录音磁带数字化—— 
从加州理工学院教授卡弗.米德 (Carver Mead ) 获得财政资助和鼓励，从加州理工学院档案 
保管员谢利 • 欧文 (Shelly Erwin ) 处得到后勤支持，并从柯奇伦处得到法律支持。 

法律问题是很严肃的。20世纪60年代，加州理工学院特许艾 迪生. 卫斯利发表印刷 
版的权利，20世纪90年代，给予分发费恩曼讲课录音和各种电子版的权利。在21世纪初， 
由于先后取得这些特许证，印刷物的权利转让给了培生 （ Pearson ) 出版集团，而录音和电子 
版转让给珀修斯 （ Perseus ) 出版集团。柯奇伦在一位专长于出版的律师艾克_威廉姆斯 
(Ike Williams ) 的协助下，成功将所有这些权利和珀修斯结合在—起，使这—新千年版成为 
可能。 
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鸣 谢 

我代表加州理工学院感谢这许多使这一新千年版成为可能的人们。特别是，我感谢上 
面提到的关键人 物:拉 尔夫.莱顿，迈克尔 • 戈特里勃，汤姆.汤勃列罗，迈克尔.哈特尔， 
鲁道夫.普法伊弗， 亨宁. 海因策，亚 当. 柯奇伦，卡 弗. 米德,纳特.博德，谢利.欧文，安 
德色 • 兰格.汤姆 • 索伊弗，艾克 • 威廉姆斯以及提交错误的50位人士（在 www . feynman 
lectures , info 中列 出）。 我也要感谢米 歇尔. 费恩曼 （Michelle Feynman , 理査德 • 费恩曼 
的女儿)始终不断的支持和建议，加州理工学院的 艾伦. 赖斯 （Alan Rice ) 的幕后帮助和建 
议，斯蒂芬 • 普奇吉 (Stephan Puchegger ) 和卡尔文.杰克逊 (Calvin Jackson ) 给普法伊弗从 
《费恩曼物理学讲义>转为 L * ltX 的帮助和建议。迈克尔.菲格尔 （Michael Figl )、 曼弗雷 
德. 斯莫利克 (Manfred Smolik ) 和安德列斯.斯坦格尔 (Andreas Stangl 〉 关于改错的讨论， 
以及.珀修斯的工作人员和（以前 版本〉 艾迪生 ■ 卫斯利的工作人员。 

基普 • S • 桑尼 (Kip S . Thorne ) 

荣休理论物理费恩曼教授 
加州理工学院 
2010年10月 
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这是我前年与去年在加利福尼亚理工学院对一二 
年级学生讲授物理学的讲义。当然，这本讲义并不是课 
堂讲授的逐字逐句记录，而是已经经过了编辑加工，有 
的地方多一些，有的地方少一些。我们的课堂讲授只是 

整个课程的一部分。全班180个学生每周两次聚集在大教室里听课，然后分成15到20人 


的小组在助教辅导下进行复习巩固。此外，每周还有一次实验课。 


在这些讲授中，我们想要抓住的特殊问题是，要使充满热情而又相当聪明的中学毕业生 
进入加利福尼亚理工学院后仍旧保持他们的兴趣。他们在进入学院前就听说过不少关于物 
理学是如何有趣以及如何引人入胜一相对论、 ft 子力学以及其他的新概念。但是，一旦他 


们学完两年我们以前的那种课程后，许多人就泄气了，因为教给他们意义重大、新颖的现代 
的物理概念实在太少。他们被安排去学习像斜面、静电学以及诸如此类的内容，两年过去， 
没什么收获。问题在于，我们是否有可能设 H —门课程能够顾全那些比较优秀的、兴致勃勃 
的学生，使其保持求知热情。 


我们所讲授的课程丝奄也不意味若是一门概况性的课程，而是极其严肃的。我想这些 
课程是对班级中圾聪明的学生而讲的，并且可以肯定，这可能是对的，甚至敁聪明的学生也 
无法完全消化讲课中的所有内容——其中加入了除主要讨论的内容之外的有关思想和概念 
多方面应用的建议。不过,为了这个缘故，我力图使所有的陈述尽可能准确，并在每种场合都 
指明有关的方程式和概念在物理学的主体中占有什么地位，以及——随着他们学习深入一 


应怎样作出修正。我还感到，重要的是要向这样的学生指出，他们应能理解——如果他们够 
聪明的话——哪些是从已学过的内容中推演出来的，哪些是作为新的概念而引进的。当出 
现新的概念时，假若这些概念是可推演的，我就尽量把它们推演出来，否则就直接说明这 g 
—个新的概念，它根本不能用已学过的东西来阐明，也不可能予以证明，因而是直接引进 f 
在讲授开始时，我假定学生们在中学已学过一些内容，如几何光学、简单的化学概念，等 
等。我也看不出有任何理由要按一定的次序来讲授。就是说没有详细讨论某些内容之前， 
不可以提到这些内容。在讲授中，有许多当时还没有充分讨论过的内容出现。这些内容比 
较完整的讨论要到以后学生的预备知识更齐全时再进行。电感和能级的概念就是例子，起 
先，只是以非常定性的方式引入这些概念，后来再进行较全面的讨论。 


在针对那些较积极的学生的同时，我也要照顾到另一些学生，对他们来说，这些外加的 
五彩缤纷的内容和不重要的应用只会使其感到头痛，也根本不能要求他们掌握讲授中的大 
部分内容。对这些学生而言,我要求他们至少能学到中心内容或材料的脉络。即使他不理 
解一堂课中的所有内容，我希望他也不要紧张不安。我并不要求他理解所有的内容,只要求 
他理解核心的和最确切的面貌。当然，对他来说也应当具有一定的理解能力，来领会哪些是 
主要定理和主要概念，哪些则是更高深的枝节问题和应用,这些要过几年他才会理解。 
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在讲课过程中有一个严重困难 :在课 程的讲授过程中一点也没有学生给教师的反馈来 
指示讲授的效果究竟如何。这的确是一个很严重的困难，我不知道讲课的实际效果的好坏。 
整个事件实质上是一种实验。假如要再讲一次的话，我将不会按同样的方式去讲一我希 
望我$会再来一次！然而，我想就物理内容来说，第一年的情形看来还是十分满意的。 

运在第二年,我就不那么满意了。课程的第一部分涉及电学和磁学，我想不出什么真正 
独特的或不同的处理方法,也想不出什么比通常的讲授方式格外引人入胜的方法。因此在 
讲授电磁学时，我并不认为自己做了很多事情。在第二年末，我原来打算在电磁学后再多讲 
一些物性方面的内容，主要讨论这样一些内容如基本模式、扩散方程的解、振动系统、正交函 
数等等，并且阐述通常称为“数学物理方法”的初等部分内容。回顾起来，我想假如再讲一次 
的话，我会回到原来的想法上去，但由于没有要我再讲这些课程的打算，有人就建议介绍一 
些置子力学一就是你们将在第3卷中见到的——或许是有益的。 

显然，主修物理学的学生们可以等到第三年学量子力学。但是，另一方面，有一种说法 
认为许多听我们课的学生是把学习物理作为他们对其他领域的主要兴趣的 背景； 而通常处 
理《.子力学的方式对大多数学生来说这些内容几乎是无用的，因为他们必须花费相当长的 
时间来学习它。然而，在最子力学的实际应用中——特别是较复杂的应用中，如电机工程和 
化学领域内——微分方程处理方法的全部工具实际上是用不到的。所以，我试图这样来描 
述鼠子力学的原理，即不要求学生首先掌握有关偏微分方程的数学。我想，即使对一个物理 
学家来说，我想试着这样做一按照这种颠倒的方式来介绍量子力学一是一件有趣的事， 
由于种种理由，这从讲课本身或许会明白。不过我认为，在燉子力学方面的尝试不是很成 
功,这主要是因为在最后我实际上已没有足够的时间（例如，我应该再多讲三四次来比较完 
整地讨论能带.概率幅的空间的依赖关系等这类问 题）。 而且，我过去从未以这种方式讲授 
过这部分课程，因此缺乏来自学生的反馈就尤其严重了。我现在相信,还是应当迟一些讲授 
體子力学。或许有一天我会有机会再来讲授这部分内容，到那时我将会讲好它。 

在这本讲义中没有列入有关解题的内容，这是因为另有辅导课。虽然在第一年中，我的 
确讲授过三次关于怎样解题的内容，但没有将它们收在这里。此外，还讲过一次惯性导航， 
应该在转动系统后面，遗憾的是在这里也略去了。第五讲和第六讲实际上是喿兹讲授的，那 
时我正外出。 

当然，问题在于我们这个尝试的效果究竟如何。我个人的看法是悲观的，虽然与学生接 
触的大部分教师似乎并不都有这种看法。我并不认为自己在对待学生方面做得很出色。当 
我看到大多数学生在考试中采取的处理问题的方法时，我认为这种方式是失败了。当然，朋 
友们提醒我，也有一二十个学生一非常出人意外地一几乎理解讲授的全部内容,并且非 
常积极地攻读有关材料,兴奋地、感兴趣地钻研许多问题。我相信，这些学生现在已具备了 
一流的物理基础，他们毕竟是我想要培养的学生。但是，“教育之力量鲜见成效，除非施之于 
天资敏悟者，然若此又实为多余。”[吉本 ( Gibbon ” ] 

但是，我并不想使任何一个学生完全落在后面，或许我曾经这样做的。我想，我们能够 
更好地帮助学生的一个办法是，多花一些精力去 编驀一 套能够阐明讲课中的某些概念的习 
题。习题能够充实课堂讲授，使讲过的概念更加实际,更加完整和更加易于牢记。 


• Edward Gibbon (1737—1794) , 英国历史学家。——译者注 
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然而，我认为要解决这个教育问题就要认识到最佳的教学只有当学生和优秀的教师之 
间建立起个人的直接关系,在这种情况下，学生可以讨论概念、考虑问题、谈论问题.除此之 
外，别无他法。仅仅坐在课堂里听课或者只做指定的习题是不可能学到许多东西的。但是， 
现在我们有这么多学生要教育，因此我们必须尽量找出一种代替理想情况的办法。或许，我 
的讲义可以作 出一些贡献; 也许在某些小地方有个别教师和学生会从讲义中受到一些启示 
或获得某些观念，当他们彻底思考讲授内容，或者进一步发展其中的一些想法时，他们或许 
会得到乐趣。 

R . P . 费恩曼 
1963年6月 





20 世纪物理学的伟大成就,置子力学理论，现在已经近 4 0.岁了。我们到现在一般还一 
直在物理学课程中给我们的学生安排物理学引论的课程（对有些学生来说还是最后的物理 
课〉。 对我们物理世界知识的这一中心部分充其置只是简单地提一提。我们应当比这做得 
更好一些。我的意图是在这些讲课中希望以学生能理解的方式提供给他们量子力学的基本 
的和最重要的概念。你们将发现这里的方法是新型的，特别是对二年级学生课程的水平来 
说是新的，并且我们更多地是把它当作一次实验。然而，在看到一些学生是如何容易地接受 
它以后，我相信实验是成功的。当然,还有需要改进的地方.这将在有更多的课堂经验以后 
会得到。你们在这里看到的是这第一次实验的记录。 

从1961年9月到1963年5月在加州理工学院作为物理学引论课程，连续两年的费恩 
曼物理教程中，正当需要靠它来理解所描写的现象的时候，*子物理学的概念就被引入了。 
此外，第二学年的敁后12讲全部用来更有条理地介绍一些置子力学概念。然而，在讲座接 
近结束的时候，才搞淸楚已没有足够的时间留给量子力学了。在准备材料的时候，不断地发 
现其他一些重要和有兴趣的题目可以用巳经发展的基本工具来处理。也担心第 12 章中薛 
定谔函数的过分简单的处理不能为学生在可能会去研读的许多书箱中更加传统的处理方法 
间架起足够的桥梁。因此决定扩展另外一组7次 讲座； 他们是在 196 4 年5月给二年级学生 
讲的。这些讲演进一步解释并扩展了在前几章中已有的某些材料。 

在这一卷中，我们将两年中的演讲汇集在一起.并将次序作了 —些调整。此外，原来是 
给一年级讲的两次介绍量子物理学的演讲全部从第1卷中（在那里是第37和犯章）移过来 
放在本卷中作为第1、2章——使这一卷成为独立的单位，相对独立于前面两卷。几个关于 
角动置《子化的概念（包括施特恩-格拉赫实验的 讨论） 已经在第 2 卷的第料和35章中介 
绍过了，我们假定对它们已经熟悉了；[为那些手头没有第 2 卷的读者的方便起见，这两章重 
印在本卷中作为附录。〕 

这一系列讲座从一开始就试图阐明置子力学的最基本、最普遍的特征。第一次讲课一 
上来就讨论概率振幅、振幅干涉、状态的抽象符号、叠加以及状态的分解等概念一并且从 
一开始就使用狄拉克符号。在每一情况中，概念是和对某些特定例子详细讨论一同引进 
的 一 为使物理概念尽可能地实在。接着讨论包括确定能最状态在内的状态对时间的依 
赖，这些概念立即被应用于研究双态系统。氨微波激射器的详细讨论提供了引进辐射吸收 
及感应跃迁的框架。讲演接着进一步考虑更复杂的系统，直到讨论电子在晶体中的传播，以 
及对更复杂的角动量的量子力学处理。我们对量子力学的介绍在第 20 章中讨论到薛定谭 
波函数、它的微分方程以及对氢原子的解为结束。 

这一卷的最 后一章 并不打算作为“课程”的一部分。它是关于超导的“专题讨论”，是按 
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照前两卷中某些兴趣性的讲演的精神作的，期望给学生开启有关他们正在学习的内容与普 
遍物理文化的关系的宽阔视野。费恩曼的“结束语”是这3卷书的句号。 

正如在第1卷前言中所说的，这些演讲是在物理课程修订委员会[莱顿、内尔 
( V . Neher ) 和桑兹]指导下，加利福尼亚理工学院所做的发展新的引论课程计划的一个方 
面。在福特基金会的资助下计划得以进行。许多人帮助准备了这一卷的技术 细节： 克雷顿 
( M . Clayton )、 库乔 （ J . Curcio ) 、哈特尔 （ J . Hartle >、哈尔维 （ T . Harvey )、 伊斯雷尔 
( M . Israel 〉 、普里乌斯 ( P . Preuss ) 、沃伦 （ F . Warren 〉 和齐莫曼 （ B . Zimmerman ) 、诺伊格鲍尔 
( G . Neugebauer ) 教授和威尔兹 ( C . Wilts ) 仔细审阅了大部分手稿，使材料更加准确和清楚。 

不过，你将在这里发现的量子力学故事是属于费恩曼的。如果我们只要能够给其他人 
带来一些智力的激动，这是当我们领会到在他的现实的物理学讲座中展开的思想时所体验 
到的，我们的劳动就没有白费。 

M . 桑兹 
1964年12月 
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第 1 章量子行为 

§ 1-1 原子力学 

“量子力学”描述物质和光的行为的各方面细节，特别是发生在原子尺度上的事件。在 
微小的尺度下事物的行为一点也不像我们有着直接经验的任何事物。它们的行为既不像波 
动，又不像粒子，也不像云雾.或弹子球，或悬挂在弹费上的重物，总之不像我们曾经见过的 
任何东西。 

牛顿认为，光是由微粒构成的，但是，之后发现光的行为像波动。然而，后来(在20世纪 
初叶）人们发现，光的行为有时确实又像粒子。又臂如，在历史上，电子起先被认为像粒子， 
后来发现它在许多方面的性质像波。所以，实际上它表现得两者都不像。现在我们不再说 
它到底是什么，我们 说:“ 它什么都不像。” 

然而，运气总算 还好： 电子的行为很像光。原子客体（电子、质子、中子、光子 等等） 的道 
子行为都是相同的，它们都是“粒子波”,或者随便什么你愿怠称呼的名称。所以，我们所学 
的关于电子 （我 们将用它作为例子）的性质也可应用到所有的“粒子”，包括光子上。 

在20世纪的前四分之一，有关原子与其他小尺度粒子行为的知 i 只逐渐积累起来，给出 
了微小物体是如何活动的一些线索，由此也引起了越来越多的混乱，到1926和1927年，薛 
定谔、海森伯与玻恩终于解决了这些问題。他们最后对微小尺度物质的行为作出了协调一 
致的描述。本章中我们将开始研究这种描述的主要特点。 

因为原子的行为与我们的日常经验不同，所以很难适应它，而且对每个人一不管是新 
手，还是有经验的物理学家——都显得奇特而神秘。甚至专家们也不能以他们所想要的方 
式去理解原子的行为，而且这是完全有道理的，因为一切人类的直接经验和所有的人类的直 
觉都只适用于大的物体。我们知道大物体的行为将是如何，但是在小尺度下事物的行为却 
并非如此。所以我们必须用一种抽象的或想象的方式，而不是把它与我们的直接经验联系 
起来的方式来学习它。 

在本章中，我们将直接讨论以最陌生的方式出现的神秘行为的基本特征。我们选择用 
来考察的现象不可能，绝对不可能.以任何经典方式来解释，但它却包含了量子力学的核心。 
事实上，它包含着独一的奥秘。我们不能通过“说明”它如何作用来消除这个奥秘。我 
们只是告诉你，它是怎样起作用的。在告诉你它怎样起作用的同时,我们也将告诉你所有 M 
子力学的基本特色。 


§1-2 子弹的实验 


为了试图理解电子的量子行为，我们将在一个特殊的实验装置中，把它们的行为和我们 




为了我们现在的目的，设想一个多少有点 理想化 的实验，其中子弹不是真正的子弹，而 
是不#犁汗的子弹，即它们不会分裂成两半。中，我们发现子弹总是整颗整颗地到 
达，在探测器中找到的总是一颗颗完整的子弹。如果将机枪射击的发射率弄得十分低，那么 
我们发现在任何给定时刻，要么没有任何东西到达，要么有一颗，并且只有一颗——不折不 
扣的一颗——子弹打到后障上。而且，整颗的大小也必定与机枪射击的发射率无关。我们 
说:“ 子弹总萆以同样的整颗到达。”我们的探测器中测得的是整颗子弹到达的概率。我们测 
最的是作为 X 的函数的概率。用这种仪器作这样的测量的结果画在图 1-1( C ) 上（我们还从 
未曾做过这种实验，所以实际上是想象这种结果而已。），在图上，向右的水平轴表示概率的 
大小，垂直轴表示这样: r 的坐标就对应于探测器的位置。我们称这概率为,因为子弹 
可能通过孔1,也可能通过孔2过来。你们不会感到奇怪,& 2 的值在接近图中心时大，而在 
or 很大时则变小。然而，你们可能感到惊奇 的是： 为什么1 = 0的地方 P , 2 具有极大值。假 
如我们先遮住孔2作一次实验，再遮住孔1作一次实验的话,就可以理解这一点。当孔2被 
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较为熟悉的像子弹那样的粒子的行为以及如水波那样的波动的行为作一比较和对照。首先 
考虑子弹在图 1-1 中概略地画出的实验装置中表现的行为。我们有一挺机枪射出一连串子 
弹。但它不是一挺很好的机枪，因为它发射的子弹在相当大的角度内（随机地)散开,如图所 
示。在机枪的前方有一堵用铁甲板制成的墙，墙上开有两个孔,其大小正好能让一颗子弹穿 
过,墙的后面是一道后障(譬如说一道厚木墙），它能“吸收”打上去的子弹。在后障前面，有 
一个可称为“探测器”的物体。它可以是一个装着沙的箱子。进入探测器的子弹都被留在那 
里聚集起来。如果我们愿意的话,可以出空箱子，清点射到箱子里面的子弹数。探测器可以 
(沿我们称为 x 的方向〉来回移动。利用这个装置，我们可以通过实验找出以下问题的答 
案：“一子弹通过墙上的小孔后到达后障上离中心的距离为 I 处的概率是多少?”首先，你们 
应当体会我们所谈的应该是概率，因为不可能肓定地说出某一特定的子弹会打到什么地方。 
一颗碰巧打到一个小孔上的子弹可能从孔的边缘弹开.最终打到某个地方。所谓“概率”，我 
们指的是子弹到达探测器的机会，这可以用以下方式来量度，数一下在一定时间内到达探测 
器的子弹数，然后算出这个数与这段时间内打到后障上的子弹 g 数的比值。或者，如果假定 
在测 M 时间内机枪始终以同样的发射率发射子弹.那么我们所要求的概率就正比于在某个 
标准时间间隔内到达探测器的子弹数。 



f—tts 图 
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遮住时，子弹只能通过孔1,我们就得到 （ b ) 图上标有 P , 的曲线。正如你们会预料的那样， 
P , 的极大值出现在与枪口和孔1在一条直线上的 I 处。当孔1关闭时，我们得到图中所画 
出的对称的曲线 P 2 是通过孔2的子弹的概率分布。比较图 1-1 的 （ b ) 与 （ c ), 我们发现 
一个重要的结果 


Pi* = P ，+ Pi. 


( 1 . 1 ) 


概率正好相加。两个孔都开放时的效果是各个孔单独开放时的效果之和。我们称这个结果 
为“无干涉”的观测，其理由不久就会明白。关于子弹我们就讲这些，它们整颗地出现，到达 
的示干涉现象。 


§ 1-3 波的实验 


现在我们要来考虑一个水波实验。实验装 S 概略地画在如图 1-2 中。这里有一个浅水 
梢，一个标明为“波源”的小物体由马达带动作上下振动激起圆形波。在波源的后面也有一 
堵带两个孔的墙，墙以后又是另一堵墙。为了简单起见，设这后一堵墙是一个“吸收器"，因 
而波到达这里后不被反射。吸收器可以用逐渐倾斜的 14 沙滩"做成，在沙滩前，放 S — 个可以 
沿 T 方向前后移动的探测器，和先前的一样。不过现在这个探测器是一个测置波动“强度" 
的装你们可以设想一种能测》波动高度的装 H , 但其刻度则标成与实际高度的平方成 
比例，这样读数正比于波的强度。于是，我们的探测器的读敌正比于波携带的能更 
确切地说，正比于被带至探测器能 ft 的速率。 

在我们这个波动实验中，第一件值得注意的琪是强度的大小可以是任奪值，如果波源只 
作很小的运动，那么在探测器处就只有微弱的波动。当波源的振动较强时，在探测器处的强 
度就较大。无论如何，波的强度可以为任 意值。 我们不会说在波的强度上能显示出任何“颗 
粒性”。 

现在，我们来测 M 不同工处的波的强度（保持波源一直以同样的方式振 动）。 我们得到 
图 l -2( c ) 上标有有趣样式的曲线。 



S 1-2 水波干涉实验 



我们在第1卷中学习电磁波的干涉时，已经算出怎样会产生这种图样。在这种情况中， 
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我们会观察到原始波在小孔处发生衍射,新的圆形波从各个小孔向外扩展。如果我们分别 
一次遮住一个小孔，并且测量吸收器处的强度分布，则得到如图 l -2( b ) 所示的相当简单的 
强度曲线。 A 是来自孔1的波的强度（在孔2被遮住时测得）,是来自孔2的波的强度 
(在孔1被遮住时测得）。 

当两个小孔都开放时所观察到的强度 M 显然@ 与 h 之和。我们说，两列波产生 
了“干涉”。在某些位置上(在那里曲线 M 有极大值)两列波“同相”，其波峰相加就得到一个 
大的振幅，因而得到大的强度。我们说，在这些地方，两列波之间发生“相长千涉”。凡是从 
探测器到一个小孔的距离比到另一个小孔的距离大（或小）了波长整数倍的那些地方，都会 
产生这种相长干涉。 

在两列波抵达探测器时相位差为 Tt (称为“反相"）的那些地方，合成波的振幅是两列波 
的振幅之差。这两列波发生“相消干涉”，因而得到的波的强度低。我们预料这种低的强度 
值出现在探测器到小孔1的距离与到小孔2的距离之差为半波长的奇数倍的那些地方。图 
1-2 中7, z 的低值对应于两列波相消干涉的那些位置。 

你们一定会记得与 M 之间的定置关系可以用以下方式来 表示: 来自孔1的水波 
在探测器处的高度瞬时值可以写成 Me - (的实 部）， 这里“振幅”—般来说是复数。波动 
强度则正比于均方高度，当我们用复数表示时，则正比于类似地，对来自孔2的波， 
高度为一，强度正比于 UJ 1 。 当两个孔都开放时，由两列波的高度相加得到总高度 
( A , + A ：) e ta 以及强度 | A ,+ A 2 I 2 。就我们目前的要求来说，可略去比例常数，于是对相互$ 
涉的波适用的关系 就是： 

U = I h, | 2 , I t =| h t I 1 , I lt =| Ai + I*. (1. 2) 

你们会注意到，这个结果与在子弹的情况下所得到的结果（式 1. 1>完全不同。如果将 
I h, +h 2 I 2 展开,躭可以 看到： 

I fi, +h, I : = u , | l + u : |*+2 I A , II I cos 5. (1.3) 

这里 5 是/ ^ 与 h 之间的相位差。用强度来表示时，我们可以 写成： 

III = /| + /: + 7.yjl\\l cos S. (1.4) 

式 (1.4) 中最后一项是“干涉项”。关于水波就讲这一些。波的强度可以有任何数值,这显示 
出干涉现象。 


§1-4 电子的实验 

现在我们想象一个用电子做的类似实验。图 1-3 中描绘了此实验的概略图。我们制造 
了一把电子枪，它包括一根用电流加热的钨丝，外面套有一个开有小孔的金属盒，如果钨丝 
相对金厲盒处于负电位时，由钨丝发射出的电子将被加速飞往盒壁，其中有一些会穿过盒上 
的小孔。所有从电子枪出来的电子都带有（差 不多） 相同的能量。在枪的前方也有一堵墙 
(就是一块薄金属板），墙上有两个小孔。这道墙的后面有另一块作为“后障”的板。在后障 
的前面我们放置一个可移动的探测器。它可以是盖革计数器，或者更好一些,是一台与扩音 
器相连的电子倍增器。 
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我们应当直接了当地告诉你不要试着去做这样一个实验（虽然你可能已做过我们所描 
述的前面两个实 验）。 这个实验从未以这样的方式做过。问题在于，为了显示我们所感兴趣 
的效应，仪器的尺寸必须小到制造不出来的程度。我们做的是一个“理想实验”。之所以要 
选它，是因为它易于想象。我们知道这个实验舍得到怎样的结果，因为 J 许多已经做过的实 
验，在那些实验中，已在选用的适当的尺度与比例上显示了我们将要描写的效应。 



via 

(•> ( b ) ( c ) 

a i -3 电子的干涉实验 


在这个电子的实验中，我们注意到的第一件事是听到探测器（即从扩音器）发出尖锐的 
“卡嗒”声。所有的“卡嗒”声全都相同， 决没有 “半卡塔”声。 

我们还会注意到“卡嗒"声的出现很不规则。比如像 ：卡嗒 ……卡嗒-卡嗒……卡嗒…… 
卡嗒……卡嗒-卡嗒……卡嗒，等等，无疑，这就像人们听到盖革计数器工作时的声音一样。 
假如我们计数在足够长的时间内——臂如说在许多分钟内——听到的卡嗒声的数目，然后 
再在另一个相等的时间间隔内再进行一次计数，我们发现两个数值非常接近。所以,我们能 
够谈论“卡嗒"声出现的平均速率（平均每分钟多少次卡嗒声）。 

在我们移动探测器时，声响出现的速率有快有慢，但是每次“卡嗒”声的大小(响度)总是 
相同的。假如我们降低枪内钨丝的温度，卡嗒声的速率就会减慢,但是每一声“卡嗒”仍然是 
同样响。我们还可以注意到，如果在后障前分别放置两个探测器，那么这一个惑那一个将会 
“卡嗒"发声，但是决不会二者同时发声(除非偶尔两次“卡嗒”声在时间上非常5近，以致我 
们的耳朵可能辨别不出它们是分开的响声）。因此，我们得出结论，任何到达后障的东西总 
是呈“颗粒”的形式。所有的“颗粒”都是同样大小 :只有 “整颗”到达，并且每一次只有一颗到 
达后障。我们说 :“电 子总是以完全相同的‘颗粒’到达。” 

与子弹的实验一样,我们现在开始从实验上寻找下列问题的答 案：“ ‘整颗’电子到达后 
障上离中心之距离为不同的： r 处的相对概率是多少？”像前面一样，在保持电子枪稳定工作 
的情况下，我们可以从观察“卡嗒”声出现的速率来得出相对概率。颗粒到达某个特定: r 位 
置的概率正比于该处的卡嗒声的平均速率。 

我们这个实验的结果就是图 l -3( c ) 所画出的标有 P 12 的一条 有趣的曲线。不错！电子 
的行为就是这样。 
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§ 1-5 电子波的干涉 

现在，我们来分析一下图 1-3 的曲线，看看是否能够理解电子的行为。我们要说的第一 
件事是，由于它们整颗整颗地出现，每一颗粒，就是所谓的电子，要么通过小孔1,要么通过 
小孔2。我们以“命题”的形式写下这 一点： 

命题 A : 每一个电子要么通过小孔1要么通过小孔2。 

STi 题 a , 所有到障的电子就^为两类：（1)通过小孔1的 电子； （2) 通过小孔 
2的电子。这样，我们所观察到的曲线必定是通过小孔1的电子所产生的效应与通过小孔2 
的电子所产生的效应之和。我们用实验来检验这个想法。首先，我们测量通过小孔1的那 
些电子。我们把小孔2遮住，数出探测器的“卡嗒”声，由响声出现的速率，我们得到6。测 
量的结果如图 l -3( b ) 中标有 P , 的曲线所示。这个结果看来是完全合理的。以类似的方 
式，可以测 ft 通过小孔2的电子槪率分布仏。这个测置的结果也画在图上。 

当两个小孔都打开时测得的结果 P , 2 显然不是各个孔单独开放时的概率 h 与 P 2 之 
和。与^实验类似.我 们说: "这里发生了 干涉， 

对于电子： 

P,z # P ,+ P t . (1.5) 

怎么会发生这样的干涉呢？或许我们应当说 :“嗯 ，这大概意味若：整颗电子要么经过小 
孔1,要么经过小孔2这一命题是 不正确 的，如果是这样的话，概率就应当相加。或许它们 
以一种更 a 杂的方式运动。它们分裂为两半，然后……”但是，不对！不可能如此。它们总 
是整颗地到达……。“那么，或许其中有一些电子经过小孔1后又转回到小孔2,然后又转 
过几圈，或者按某个其他的 M 杂路径……于是，我们遮住小孔2后，就改变了从小孔1 ^ 
的电子 最后落 到后陣上某处的机会……。”但是，请注意！当两个孔都开放时在某些点上只 
有很少电子到达，但是如果关闭一个孔时.则该处接收到许多电子，所以关闭一个孔就增如 
了通过另一个小孔后来到该点电子的数目。然而，必须注意在图形的中心,严:要比 P ,+ P 2 
还大两倍。这又像是关闭一个孔就减少了通过另一个孔到来的电子数。看来用电子以复杂 
方式运动这一假设是很难解释上述两种效应的。 

所有这些都是极其神秘的。你得越多，就越会感到神秘。人们曾经提出许多设想， 
试图用单个电子以复杂方式绕行通过小孔来解释严:曲线。但是没有一个得到成功，没有 
一个人能由 与匕 得到 P ,: 的正确曲线。 

然而，足以令人惊奇的是，将 和&与 联系起来的^是极其简 单的。 因为 P l2 
正好像图 1-2 中的曲线 7 U , 而那条曲线是简单的。在后陣上€的情况可以用两个称为多, 
和尖的复数（当然它们是 I 的函数)来描述。 A 的绝对值平方给出了小孔1单独开放时的效 
应。也就是说，=1 A I 1 。同样只有小孔2单独开放时的效 应由火 给出，即 P 2 = | | ! o 

两个孔的联合效应正是 Pu =丨 A+A 这里的数学与水波的情形是一样的!(很难看出 
从电子沿着某些奇特的轨道来回穿过洞孔这种复戏中能得出如此简单的结果。） 

我们的结论 是：电 子作为粒子总是以完整颗粒的形式到达,这些颗粒到达概率的分布则 
像波的强度的分布。正是从这个意义来说，电子的行为“有时像粒子，有时像波”。 
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顺便指出，在处理经典波动时，我们定义强度为波的振幅平方对时间的平均值，并且使 
用复数作为简化分析的数学技巧。但是在量子力学中结果发现振幅必须用复数表示。仅有 
实部是不行的。目前，这是一个技术上的问题，因为公式看上去完全一样。 

既然电子穿过两个小孔到达后障的概率分布虽然并不等于 （P, +A) 但仍旧如此简 
单，要说的一切实际上都在这里了。但是在自然界以这种方式活动的事实中，还包括了大量 
的精妙之处。我们现在打算向你们说明其中一些精妙之所在。首先，到达某个特定点的电 
子数目并不等于通过小孔1后到达的数目加上通过小孔2后到达的数目，而从命题 A 得出 
的推论^此相反。所以，毋庸 a 疑,我们应该作出结论说， 命题 a 是不正确的 。电子要么 
通过小孔1要么通过小孔2这是不正确的。但是这个结论验。 

§ 1-6 监视电子 

现在来考虑如下的一个实验。在前述的电子仪器中我们加上一个很强的光源，放 S 在 
墙的后面，且在两个小孔之间，如图 1-4 所示。我们知道，电荷会散射光。这样，当电子通过 
某一小孔一路来到探测器时，无论如何它肯定是沿着某一路径来到并会将一些光散射到我 
们的眼睛中，因而我们可以 fj； 电子在哪里飞过。比方说，假如电子采取经过小孔2的路 
径，如图 1-4 上画出来的，我们应当看到来自图中标有 A 的位置附近出现闪光。如果电子 
经过小孔1,我们可以预料在上面的小孔附近将#到闪光。假如发生这样的情形，我们#到 
在两个位 S 上同时出现闪光，那是因为电子分成了两半……。让我们来做这个实验吧！ 



(a) (b) (c) 

图 1-4 另一个电子的实验 


我们所看到的情况 是：每 当听到（后障处的）电子探测器发出一声“卡嗒 ••时 ，我们粟么在 
靠近小孔1处要么在靠近处见到闪光。但是 决不会 同时在两处见到!无论探 ii 放 
在哪里，我们都观察到同样的结果。我们由这样的观察得出结论，在监看电子时，我们发现， 
电子不是通过这个孔就是通过另一个孔。在实验上，命题 A 必然是正确的。 

那么，在我们否定命题 A 的论证中，有什么不对呢？为什么/V:王正好等于 （P,' + P/)? 
我们还是回到实验上去！让我们跟踪电子，看看它们究竟做些什么 r 对于探测器的每一个 
位置 U 坐标），我们都对到达的电子计数，同时@通过对闪光的观察记录下它们经过的是哪 
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一个孔。可以这样来跟踪发生的过 程:每 当我们听到一声“卡嗒”时，如果在小孔1附近见到 
闪光，那么就在第一列中作一个记录，如果在小孔2附近见到闪光，那么就在第二列中作一 
个记录。所有抵达的电子都可分别记录在这两列中，即经过小孔1的一列和经过小孔2的 
—列。由第一列的记录我们可以得到电子经由小孔1到达探测器的概率 P ,'; 而由第二列的 
记录则可得到电子经由小孔2到达探测器的概率 P :'。 如果现在对许多工的值重复这样的 
测 M , 我们就得到图 l _4( b > 所画的 P ,' 与 P / 的曲线。 

你们看，这里没有什么过分令人惊奇的事。所得到的/ V 与我们先前遮住小孔2而得到 
的完全 相似; / V 则与遮住小孔1所得 到的朽 相似。所以，像两个小孔都通过这样的复 
杂情况是$存在的。当我们监看电子时，它们就像我们所预料的那样通过小孔。无论小孔 
2是开着 f 是关着，我们看到通过小孔1到来的电子分布都相同。 

但是别忙！ 现在总概率 ，即电子以任何途径到达探测器的概率又是多少呢?我们已经 
有信息了。我们未看到过闪光，而把先前分成两列的探测器“卡嗒”声次数归并 
在一起。我们只须把这些数加起来。对于电子经过随便哪一个小孔到达后陣的总概率，我 
们确实得出 Pu = /V + / V 。 这就是说，虽然我们成功地观察到电子所经过的是哪个孔，但我 
们再也得不到原来的干涉曲线朽：，而是新的、不显示干涉现象的曲线！如果我们将灯 
熄灭，又出现了。 - 

我们必须作出结论 ：当我 们看#电子时，它们在屏上的分布与我们不看着它时的分布不 
同。也许这是由于打开光源而干扰了寧态？想必是由于电子本身非常精巧，因而光波受到 
电子散射时给电子一个反冲，因而改变了它们的运动。我们知道，光的电场作用在电荷上时 
会对它施加一个作用力。所以也许我们应当预期到运动要发生改变。不管怎样.光对电子 
有很大的影响。在试图“跟踪”电子时，我们改变了它的运动。也就是说，当光子被散射时电 
子所受到的撼动足以改变其运动，以致原来它 M 跑到 P l 2 为极大值的那些位 H 上，现在却 
反而落到为极小值的那些位置 上了; 这就是么我们不再看到起伏的干涉效应的原因。 

你们或许会想:“不要用这么强的光源！将亮度调低一些！光波变弱了，对电子的扰动 
就不会那么大。无疑，若使光越来越暗淡的话，最后光波一定会弱到它的影响可以忽略。" 
好，让我们来试一下。我们观察到的第一件事是电子经过时所散射出的闪光并垛有变弱。 
它总是同样强的闪光 。灯光暗汝后唯一发生的事情是，有时，我们听到探测器发出一声“卡 
塔”,但 梅本脅不到 闪光 。 电+&没有 “ s # 爱 rwtii 况 

的行为来就知道它是波动，但是现在发现它也是“颗粒状”的。它总是以我 
们称为$子的整颗的被散射。当我们降低光源的萆度时，我们并没有改变光 
子的而只是改变了发射它们的速率。 g 就解释了为什么暗淡时有些电子没有 
被“看到”就跑了过去。当电子经过时，周围正好没有光子。 

这件事使人多少有点泄气。如果真的是每当我们“见到”电子，我们看到的是同样大小 
的闪光，那么所看到的总是受到扰动的电子。不管怎样，我们用弱的灯光来做一下实验。现 
在，只要听到探测器中一声"卡嗒”,我们就在下述三列中的某一列记下一 次：列 （1) 记的是在 
小孔1旁看到的 电子; 列 (2) 记的是小孔2旁看到的电子，根本没有看到电子时，则记在列 
(3>中。当我们把数据整理出来（计算槪率)后可以发现这些结 果:“ 在小孔1旁看到”的电子 
具有类似于/ V 的分 布；“ 在小孔2旁看到”的电子具有类似于/ V 的分布(所以无论“在小孔1 
或者小孔2旁看到”的电子共同具有类似于的分布而那些“根本没有看到”的电子则具 
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有类似于图 1-3 的那样的“起伏的”分布！假如电子没有被看到，我们就会得到干涉 
现窣！ 

这是可以理解的，当我们没有看到电子时，就没有光子干扰它，而当我们看到它时，它已 
经受到了光子的扰动。由于光子产生的都是同样大小的效应,所以扰动的程度也总是相同 
的，而且光子被散射所引起的效应足以抹掉任何干涉效应。 

难道没有某种可以不干扰电子而又使我们能看到它们的方法吗?在先前的一章中，我 
们知道，"光子”携带的动量反比于它的波长（/> = h / X ) a 无疑当光子被散射到我们的眼中 
时，它给予电子的扰动取决于光子所携带的动置。啊哈！如果我们只想略微扰动一下电子 
的话，那么降低的不应当是光的强度，而是它的颊率(这与增加波长一样）。我们使用比较红 
的光。甚至用红外光或无线电波 （如雷 达），并且借助于某种能“看到”这些较长波长的仪器 
来“观察”电子的行径。如果我们使用••较柔和”的光，那么或许可以不至于使电子扰动太大。 

现在我们用波长较长的波来重复我们的实验。每次实验用波长越来越长的光。起先看 
不到什么变化。结果都是相同的。接着，可怕的事情发生了，你们会记得，当我们讨论显微 
镜时曾指出过，由于光的波动性质，仍旧可以分辨出是两个分离的点的两个靠近光点的距离 
有一个最小的极限。这个极限距离是光波波长的数《级。所以如果我们使波长大于两个小 
孔之间的距离，我们看到在光被电子敗射时产生一团很大的模糊不清的闪光。这样就不再 
能说出电子通过的是哪一个孔了！我们只知道它跑到某处去！正是对这种颜色的光.我们 
发现电子所受到的撼动已小到使看来开始像—即开始出现某种千涉的效应。只 
有在波长远大于两个小孔之间的距离时（这时我们完全不可能说出电子经过什么地方），光 
所引起的扰动足够地小，因而我们又得到图 1-3 所示的曲线 Pu 。 

在我们的实验中，我们发现不可能这样安排光源，即使人们既可以说出电子穿过哪个小 
孔，同时又不扰动分布图样。海森伯提出，只有认为我们的实验能力有某种前所未知的基本 
极限，才能使当时发现的新的自然界的定律协调一致。他提出了作为普遍原理的不确定性 
原理，在我们的实验中，它可以这样表述 :“要 设计出一种装 H 来确定电子经过哪 
iS 1 又不使电子受到足以破坏其千涉图样的扰动是不可能的”。如果一套装 H 能够确定电 
子穿过哪一个小孔，它就不能巧妙得使图样不受到实质性的扰动。还没有一个人找到（或者 
甚至想出）一条绕过不确定性原理的途径。所以我们必须假设它描述的是自然界的一个基 
本特征。 

我们现在用来描写原子，事实上也描写所有物质的量子力学的全部理论都取决于不确 
定性原理的正确性。由于量子力学是这样一种成功的理论，我们对于不确定性原理的信任 
也就加强了。但是如果一旦发现了一种能够“推翮”不确定性原理的方法 ，嫌 子力学就会得 
出自相矛盾的结果，因此也就不再是自然界的有效的理论，而应予以抛弃。 

“很好”，你们会说 :“那 么命题 A 呢？电子要么通过小孔1,要么通过小孔2,这是正确 
的还是$正确的呢？ ••唯 一可能作出的回答是，我们从实验上发现，为了使自己不致陷于自相 
矛盾必须按一种特殊方式思考问题。我们所必须说的（为了避免作出错误的预测） 是： 

如果人们观察小孔，或者更确切地说，如果人们有一套装 H 能够确定电子究竟通过小孔1还 
是小孔2的话,那么他们就竦 够说出 电子穿过小孔1,或者穿过小孔2。但 ft , 当人们不想知 
道电子走的是哪条路.实验 W 有干扰电子的因素时，那么他们可以子通过于小孔 
1还是通过了小孔2。如果某个人一定要这么说，并且由此作出任何 论的话，他就会在分 
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析中造成错误。这是一条逻辑钢丝,假如我们希望成功地描写自然的话，我们就不得不走这 

一条钢丝。 

如果所有物质一包括电子——的运动都必须用 
(巳滑 晒> 波来描写，那么我们第一个实验中的子弹又怎样呢？ 
为什么在那里我们看不到干涉图样？我们发现 :对于 
\ 子弹来说，其波长是如此之短，因而干涉图样变得非常 

细密。事实上，图样细密到人们用任何有限尺寸的探 
/ 测器都无法分辨出它的分立的极大值与极小值。我们 

/ 所看到的只是一种平均，那就是经典曲线。在图 1-5 

中，我们试图示意地表明对大尺度物体所发生的情况。 
其中图 U ) 表示应用量子力学对子弹所预期的概率分 
布。假设快速摆动的条纹表示对于波长极短的波所得 
0 B 1-5 子弹的干捗实验 到的干涉图案。然而，任何物理探测器都跨越了概率 

(«) 实际的 B 9 样 (概 ftlh ( b > 观测到的图样 曲线的好几个摆动，所以通过测量给出的是图 （ b ) 中的 

光滑曲线。 



§1-7 置子力学的第一原理 

我们现在来小结一下前面实验中得出的主要结论。不过，我们将把结果表示成对于这 
—类的实验 t 遍适用的 形式。 假如先定义“理想实验 （ideal experiment )”， 那么这个小结就 
可以较为简单一些。在“理想实验”中没有任何不确定的外来影响，即没有不稳定或其他什 
么我们无法考虑的亊情。更确切的说 法是： “理想实验是所有的实验初始条件和最终条件都 
完全确定的实验。”我们说的••亊件”，一般说来就是一组特定的初始与最终条件。（例如 :“电 
子飞出电子枪，到达探测器，此外没有任何其他事情发生”。）下面就是我们的 小结： 

小 结 

(1) 在理想实验中事件的概率由一个复数#的绝对值平方给出 j 称为概率幅 •： 

P = 概率， 

多=概率幅， （ L6) 

P=l * I*. 

(2) 当一个事件可以按几种不同的方式发生时，该寧件的概率幅等于各种方式分别考 
虑时的概率幅之和。此时出现 干涉： 


A + 彡 2 ， 

\P=\*X I 2 . 


(1.7) 


(3) 如果完成一个实验,此实验能够确定实际上发生的是哪一种方式的话，则该事件的 


* 槪率幅的英文为 probability amplitude , 也可译作“概率振輻”。本书原文常简称为 amplitude , 译文也 
照译成“振幅”。一译者注 
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概率等于按各个不同方式发生的概率之和。此时不发生 千涉： 

P = P l + P 1 . (1.8) 

人们也许还想 问:“ 这是怎样起作用的？在这定律背后有什么机制 r 还没有人发现定律 
背后的任何机制。也没有人能够“解释”得比我们勉强作出的“解释”更深入一些，更没有人 
会给你们对这种情况作更深刻的描述。我们没有能够推导出这些结果的更基本机制的概念。 

我们要强调经典理论和量子力学之 间的一个非常重要的差别。我们一直谈论在给定的 
情况下，电子到达的概率。我们曾 暗示: 在我们的实验安排中（即使是可能作出的最好的一 
种安排)不可能准确预言会发生什么事。我们只能预言可能性！如果这是正确的.那就意味 
着，物理学已放弃了要准确预言在确定的环境下会发生的事情。正是！物理学已放弃了这 
—点。我们不知道怎样去预言在给定的环境下会发生什么，而且我们现在相信可能 
的一是我们早先认识自然界的理念的 
削弱。它或许是倒退了一步.但是还没有能看到避免这种倒退的方法。 

现在，我们来评论一下人们有时提出的试图避免上述困难的一种见解。这种见解 认为： 
“或许电子有某种我们目前还不知道的内部机理——某种内变置。或许这就是我们无法预 
言会发生什么事情的原因。如果我们能够更仔细地观察电子，我们就能说出它会到达哪 
里。"就我们所知，这是不可能的。我们仍旧没有摆脱困境，假设在电子内部有某种机制能 
够确定电子的去向.那么这种机制里必定能够确定电子在途中将要通过哪一个孔。但是我 
们不要忘记，在电子内部的东西应当不依赖于我们所做的事情，特别是不依赖于我们打开或 
关闭哪一个孔。所以，如果电子在开始运动前已打定主意 ：（ a ) 它要穿过哪一个孔, *( b ) 它将 
到达哪里，我们会发现选择小孔1的那些电子会得出 P ,, 选择小孔2的那些电子会得出 
P 2 ，通过两个孔的许多电子得出的概率必定是求和 P , + P 2 o 看来没有别的解决方法了。但 
是我们从实验上已经证实情况并非如此3现在还没有人能够解决这个难题。所以，在目 
前我们只能将我们自己局限于计算概率。我们说"在目前”，但是我们强烈地感觉到很可能 
永远如此一很可能永远无法解决这个难题——因为自然界实际上琳是如此。 

§ 1-8 不确定性原理 

海森伯原来对不确定性原理的叙述是这 样的: 假如对任一客体进行测量，你能以不确定 
量>确定其动量的: r 分量，你就不可能同时测定其 
位置比& = A 更准确，其中方是自然界给出的 
确定的数。它称作“约化普朗克常置”，近似地等于 
1.05 X 10- 3 * J • s 。 在任何时刻，位置的不确定最和动 
量的不确定量的乘积必定大于约化普朗克常量的一 
半。上面所述的是较为一般的不确定性原理的特殊 
情况。比较普遍的表述是，人们不可能用任何方式设 
计出这样一种装置，可以用它来确定在两种可供选择 
的方式中采取的是哪一种方式，而同时又不破坏干涉 
图样。 



ffi 1-6 测出墙的反冲的实验 
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现在我们举一种特殊情况来说明，为了不致陷于困境海森伯给出的这种关系必须成立。 
我们设想对图 1-3 中的实验作一些修改，其中带有小孔的墙是一块装上滚子的板，这样它可 
以在 x 方向上自由地上下滑动，如图 1-6 所示。仔细观察板的运动，我们可以试着说出电子 
通过的是哪个小孔。想象一下当探测器放在 x = 0 处时会出现什么情况。我们可以预期对 
经过小孔1的电子，板必定使它往下偏折到达探测器。由于电子动量的垂直分量被改变了， 
板必定会以相等的动量向相反的方向反冲。它将被推向上。如果电子通过下面的小孔，板 
就会受到一个向下推力。很清楚，对于探测器的每一个位置，电子经由小孔1与经由小孔2 
时板所得到的动量是不同的。这样！完全不必去扰动电子，只要盯着板看，我们就可以说出 
电子取的是哪一条 路径。 

现在，为了做到这一点,必须知道电子通过以前板的动置。测出电子经过后板的动量就 
能算出板的动 ft 改变了多少。但是要记住，根据不确定性原理，我们不能同时以任意高的准 
确度知道板的位罝。而如果我们不知道 板的确切位置 ，就不能精确地说出两个孔在哪里。 
对于各个经过小孔的电子来说，小孔是在不同的位置上。这意味着对于每个电子来说，干涉 
图样的中心在不同的位 H 上。于是干涉图样中的起伏将被抹去。下一章我们将定 廬地说 
明，假如我们能足够准确地测定板的动量从而由反冲动量的测量来确定电子经过的是哪一 
个孔，那么按不确定性原理，该板的 x 位 g 的不确定量足以使探测器观察到的干涉图样的 x 
位1上下移动一定的距离，使得干涉极大移向敁近的极小值的位 a 上。这种无规则的移动 
正好将千涉图样抹平，因而观察不到干涉现象。 

不确定性原理“保护”了 S 子力学。海森伯认识到，假如有可能以更高的准确度同时测 
定动位 H 的话， 嫌子力 学就将坍塌。所以他认为这肯定不可能。于是人们试图找出一 
个能同时准确测》二者的方法，但是没有一个人找到一种方法能够以任何更高的梢确度同 
时测出任何东西一屏障、电子、台球弹子等等——的位置与动 S 。 ft 子力学一直担着风 
险，但仍旧是正确的。 



第 2 章波动观点与粒子观点的关系 


§2-1 概率波振幅 


本章我们将讨论波动观点与粒子观点之间的 关系。 由上一章我们已经知道，波动观点 
和粒子观点都欠正确。通常，我们总是力图准确地描述事物，至少也要做到足够精确，当我 
们的学习更深入时无须改变这种描述——它可以扩充，但却不会改变！然而，当我们打算谈 
及波动图像或粒子图像时，两者都是近似的.并且都将改变。所以，从某种意义上来说，我们 
在这一章中所学习的东西并不是很精确的；这里的论证是半直觉的，我们将在以后使之更为 
精确，但是，当我们用 M 子力学作出正确解释时，有一些事情将会有一点改变。我们这样做 
是为了在深入到 tt 子力学的数学细节之前使你得到一些量子现象的定性 感觉。 而且，我们 
所有的经验都是关于波的和关于粒子的，因此，在我们知道 a 子力学振幅的完整数学描述之 
前，先应用波动和粒子的概念来得到一定场合下所发生的事悄的理解是颇为方便的。我们 
在这样做时将力图阐明那些《薄弱的环节，但是其中大多数还是相当接近于正确的一这 
只 M 解释的问题。 

首先，我们知道 M 子力学中描述世界的新方法一新的框架一是给每个可能发生的 
囀件一个振幅，而且如果此事件涉及到接收一个粒子，那么就给出在不同位 S 与不同时间找 
到该粒子的振幅。于是，找到该粒子的概率就正比于振幅绝对值的平方。一般地讲，在不同 
场所与不同时刻找到粒子的振幅是随着位 g 和时间而变化的。 

在某些特殊情况下，振幅在空间与时间中像 e 〜那样呈正弦式变化，其中 r 是从某 
个原点起算的矢 fi 位 H 。 （别忘了这些振幅是复数，不是实数），这样的振幅按照确定的频率 
如和波数 * 变化。结果发现这对应于一种经典的极限情况，我们可以认为在此情况中有一 
个粒子，它的能 ME 为已知，并且与频率之间的关系是 

E = ha ) 9 (2. 1) 

而且粒子的动1 p 亦是已知的，它与波数4之间的关系是 

p = hk . (2.2) 


(符号 A 表示数 A 除以 2 n,Wh = h / 2 Ko ) 

这意味着粒子的概念受到了限制。我们如此经常使用的粒子的概念——它的位罝，它 
的动 S , 等等。从某些方面说来已不再令人满意了。比如，假设在不同的位置上找到一个粒 
子的振幅由^给出，则其绝对值的平方是常数。而这就意味着在所有的点上找到粒 
子的概率都相等。这就是说,我们不知道粒子究竟在何处——它可以在任何地方一粒子 
的位罝是非常不确定的。 

另一方面，如 果一个 粒子的位置比较确定，我们可以相当准确地预测到，那么在不同位 
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置上找到它的概率必定限制在一定的区域内，我们令 
其长度为 Ax 。 在此区域之外概率为零。由于这个概 
率是某个振幅的绝对值的平方，如果绝对值的平方为 
零，则振幅亦为零，于是我们就有一个长度为△: t 的波 
列（图 2 - 1 ), 此波列的波长（波列中波的相邻波峰或相 
邻波谷之间的距离)就对应于该粒子的动量， 

这里我们遇到了有关波动的一件奇妙的 事情; 一件很简单的、严格说来与量子力学毫无 
关系的事情。任何人，即使完全不懂童子力学，只要他研究过波的话就会知道 ：对一 个埠的 
波列，我们不可能定义一个唯一的波长。这样的波列没有一个确定的 波长; 存在 

而在动置上也在着不确定性。 



a 2-1 长度为 aj ■的波包 


§2-2 位置与动置的测置 


现在我们来考虑这一概念的两个例子一即看一下如果置子力学是正确的话，为什么 
存在着位置与（或）动量的不确定性的理由。在前面我们已经看到，如果事情不是这样—— 


即如果有可能同时测定任何东西的位 H 与动置——我们就会遇到一个 佯谬； 幸而这样一种 
佯谬并不存在，由波动图像中可以自然地得出不确定性这一亊实表明，一切都很协调。 

这里有一个很容易理解的例子，表明某一情况中位置与 
动置之间的关系。假设我们有一个单缝.一些具有一定能鼉 
的粒子从很远的地方飞来——所以它们实际上全都水平地 _ 

飞来（图12)。我们将集中注意动置的垂直分 ft 。 从经典的 
意义上，所有这些粒子都具有一定的水平动如说九。 _ 


--^6 _ 




所以，从经典意义上说，粒子穿过狭缝前的垂直动置/>，是确 
定知道的。图中粒子既不向上，也不軔下运动，因为它来自 


很远的地方一当然它的垂直动量就是零。现在我们假设 m2 . 2 

这个粒子通过宽度为 b 的狭缝。当它从狭缝穿出后，我们就 


以一定的精确度，即士知道它的垂直位 g —: y 坐标数值。这就是说，在位置上的不确 
定量△: V 为 b 的数康级。现在我们也许想说，由于已知动量是绝对水平的，因而△/>， 是零； 
但这是错的。我们曾原来知道动最是水平方向的，但是现在再也不知道了。在粒子穿过狭 
缝前，我们不知道它们的垂直位置。由于粒子穿过了狭缝，现在我们就发现它的垂直位置， 
但却失去了该粒子垂直动量的信息！为什么？按照波动理论，当波通过狭缝后就会散开或 
衍射，像光那样子。因此有一定槪率，粒子出狭缝后,不严格笔直地飞行。由于衍射效应，粒 
子出射的图样散开，其弥散角（我们可将它定义为是第一极小值的张角）就是对粒子出射的 
最后角度的不确定性的一种 度虽。 


• 原文为 the distance between nodes of the waves in the train 。 其中用 nodes 不恰当，故略加修 
改。一译者注 

•• 更精确地说,我们所知的: V 坐标的误差是士 B /2。 但是我们现在只对一般的概念感兴趣，所以不必 
为因子2操心。 
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图样是怎样弥散开的呢？所谓弥散开就是说粒子有一定的往上或往下运动的机会， 
也就是说，其动量出现向上或向下的分量。我们说机佘与粒子是因为可以用一个粒子计 
数器检测出这个衍射图样，而且当计数器在譬如说图 2-2 的 C 处接收到粒子时，接收到 
整个粒子，这样，从经典意义上来说，粒子要从狭缝射出往上偏至 C 处，就得具有垂直的 
动量。 

为了对动量的弥散有一个大致的槪念，垂直动量的弥散等于/>。^,这里/>。是水平 
动量。那么在弥散开的图样中 M 有多大？我们知道第一极小值出现在 △(? 角上，这时，从 
狭缝的一个边缘处传出的波必定比从另一边缘传出的波多走过一个波长一我们以前已得 
出这个结论（第1卷第30 章）。 因此如为 A / B , 这样，此实验中的△/ » y 就是 hA / B 。 注意： 
如果将 B 做得更小，亦即对粒子的位罝做更为准确的测量，那么衍射图样就变宽。所以，狭 
缝做得越窄，衍射图样就越宽，而我们发现粒子具有侧向动量的可能性就越大。这样，垂直 
动量的不确定《就与: y 的不确定量成反比。事实上，我们看到两者的乘积为 Pd 。 但是 A 
是波长, P 。 是动 M , 按照置子力学，波长乘以动量就是普朗克常量 A 。 因此我们得到下列规 
则：垂 直动量的不确定置与垂直位 S 的不确定量的乘积约为 A 的 量级： 

> h / Z . (2.3) 

我们不可能造出这样一个系统.在其中既知道粒子的垂直位 H , 又能以比式 (2. 3) 所表示的 
更大准确性来预知它的垂直运动。这就是说垂直动量的不确定 ft 必须超过 A /2 A ; y , 这里 
是我们的位 H 的不确定 M 。 

有时，人们 说坩子 力学是完全错误的。当粒子从左边飞来时，它的垂直动置是零。现在 
它穿过了狭缝，它的位 H 也就知道了。位 H 与动 S 两者#来都能以任意高的精确度知道。 
完全正确.我们可以接收一个粒子,在接收时确定它的位 H , 以及确定为了到达那里原来应 
具有多少动 ft 。 这些都完全正确，但这并不是不确定关系式 (2. 3) 所谈的亊。式 (2. 3) 所说 
的是对一种状况的可预知性，而不是对于过去的 评述。••我 知道粒子穿过狭缝前的动 M 是多 
少，现在又知道它的位 K ” 这种说法没有什么意思，因为我们现在已失去了关于动量的知识。 
粒子通过了狹缝这一事实已使我们不再能预言垂直动量。我们所谈的是一种预言性的理 
论，而不只是 一种寧 后的测所以我们必须谈论能够预料的亊。 

现在我们从另一个角度来看一下。我们更为定量地考虑同样现象的另一个例子。在上 
一个例子中，我们曾以经典方法测 歎了动 《。那就是说，我们考虑了方向、速度和角度，等 
等，所以是用经典分析得出动量。然而，由于动量与波数有关，所以 
自然界中还有另一种测最粒子(光子或其他粒子）动量的方法，它没 
有经典的类比，因为它利用的是式 (2. 2)。我们测量波的我 
们试用这种方式来测量动量。 

假设有一个有大量刻线的光栅（图 2-3), 并且将一束粒子射 
向此光栅。我们已屡次讨论过这样一个问题 ：如果 粒子具有确定 
的动量，那么，由于千涉，我们会在某个方向上得到一个十分锐细 
的图样。我们也讨论过在测量动量时可以精确到什么程度，也就 图 2-3 利用衍射 

是说，这样的光栅分辨率有多大。我们不拟再作一次推导，而只是 光拥确 定动簫 

参考第1卷第30章的结果，在那里已经得出用一个给定的光栅 
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能够测出的波长的相对不确定量为 1/ Nm , 其中 N 是光栅刻线数， m 是衍射图样的级数， 
亦即 


f = < 2 - 4) 

现在式 (2.4) 可以改写为 

卜 a ， (2 - 5) 

这里 L 是图 2-3 中所示的距离。这段距离是粒子或者波，不论它是什么，从光栅底端反射 
后必须跑过的总路程与它们从光栅顶端反射后必须跑过的总路程的路程差。也就是说，形 
成衍射图样的波来自光栅的不同部分。首先到达的波是来自光栅底端的波列的起始部分， 
该波列的其余部分依次通过。随着来自光栅不同部分的波列也先后到达。最后到达的是来 
自光栅顶端的波列，它的起始部分与最先到达的（来自光栅底端的）波列上距离其起始端长 
度为 L 处的波动相遇所以为了在我们的光谱中得到一条与一定的动量对应的锐细谌 
线，其不确定量由式 (2.4) 给出，我们必须有一列长度至少为 L 的波列。如果波列太短，我 
们就没有用到整个光栅。波列太短的话，形成光谱的波只是从光栅的很小一块面积上反射 
的波.光栅的作用没有很好发挥一我们将得到很大的角宽度。为了得到较窄的光进线，我 
们必须利用整个光栅.这样至少在某些时刻所有波列都是同时从光栅的所有部分敗射出来。 
因此为了使波长的不确定嫌小于式 (2. 5>所给出的值，波列的长度必须为 L 。 顺便说一下， 

声 =△(})=e 


因此 


(2.7) 


这里 L 是波列的长度。 

这意味着，如果有一长度小于 L 的波列，那么在波数上的不确定 M 必然超过 27 t / L 。 或 
者说波数的不确定鼠乘以波列的长度一暂时我们称之为 Ax —将大于 2 W 。 我们之所以 
称波列长度为 Ax 是因为这是粒子在位 g 上的不确定量。如果波列长度有限.那么，这就是 
说我们能在不确定的范围 Ax 以内找到粒子。波的这种性质，即波列的长度乘以相应波数 
的不确定量至少为 2 n , 是每个研究波的人都知道的，这与量子力学奄无关系。这只是说，如 
果我们有一长度有限的波列的话,没有办法很精确地数出波的数目。 

我们试从另一途径来看看其中的道理。假定我们有一有限长度为 L 的波 列； 那么，由 
于它在两端必定减弱（如图 2-1 所示），所以在长度 L 中波的数目是不确定的，可能相差 
士 1。但在长度 L 中的波的数目是可见4是不确定的，我们又重新得出式 (2. 7) 的 
结果，它只是波的一种性质。无论波是在空间传播，纟是每厘米的弧度数, L 是波列的长度， 
还是波在时间上展开^是每秒的振动数， T 是到达的波列持续的时间“长度”，都是同样的 
情况。这就是 说：如 果只是持续一定的有限时间了的波列，那么频率的不确定量则由下 


• 原文这几句话表达含 糊，® 经译者重新整理.补充。——译者注 
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〜=争 (2.8) 

我们已经着重指出，这些都只是波的性质，例如，在声学理论中就已为人们所熟知了。 

问题在于，在懂:子力学中，我们将波数解释为按照公式 P = hk 对粒子动量的一种量度， 
这样，式 (2.7 >就告诉我们> / Ax . 因此，这就表明了经典动置概念的适用极限。（显 
然，如果我们想用波来表示粒子的话，动景的概念必定受到某种限制！）我们发现了一条规 
则，给了我们经典概念何时失效的一些观念，这是件很好的事情。 

§ 2-3 晶体衍射 


下面,我们考虑粒子波在晶体上的反射。品体是一块厚厚的东西，它整个由排列成很整 
齐阵列的相同原子组成一我们将在后面讨论一些 
较 g 杂的情况。问题是对于一束给定的光（ X 射 
线）、电子、中子、或者别的东西，怎样安?!原子阵列 
才能在某个给定方向上得到强的反射极大值。为了 
得到强的反射，来自所有原子的敗射都必须同相位。 

同相波的数 W 和反相波的数 W 不能相等，不然波会 
相互抵消掉。正如我们已经说明过的那样，解决这 
个问题的方法是找出等相位的 区域； 它们就是一些 
对入射方向和反射方向成相等角度的平面（图2-4)。 

考虑图 2-4 中两个平行平面，如果从这两个平 
面敗射的波的波前传播距离之差为波长的整数倍， 

则散射波的相位相同。可以看出，距离差为 2</ s i n 0, 这里 d 是两平面间的垂直距离。于是 
相干反射的条件是 



2 Jsin 0 = n \ (;i = 1 • 2 • (2. 9) 

比方说，如果晶体中原子刚巧处在遵从式 (2. 9) 中 Ti = 1条件的平面上，那么就会出现 
强反射。然而，如果有性质相同（密度 相同〉 的其他原子位于原来原子的中间，这些中间平面 
的敗射也同样强.就会与其他的散射相互干涉，致使总效果为零。所以式 (2.9) 中的 d 必须 
指_平面的距离;我们不能对两个相距五层的平面来应用这个公式！ 

1趣的是，实际的晶体通常并不那么简单，即只是以一定方式重复排列的同一类原子。 
假如我们作一个二维类比的话，它们更像印满了重复某种图形的墙纸。对原子来说，所谓 
“图形”就是多个原子的某种排列.例如，碳酸钙的图形包含有一个钙原子、一个碳原子和三 
个氧原子等等，也可能包含相当多的原子。但不管是什么，这些图形都按一定的形式重复构 
成图案。这种基本图形就称为晶胞。 

重复的基本图形决定了我们所称的晶格 乘型; 通过观察反射光束并找出它们的对称性， 
就能立即确定晶格类型。换句话说，只要找到各个反射点，就可确定晶格类型，但是为了确 
定晶格的每个单元的组成，就必须考虑各个方向上的散射强度。向 f 个方向散射取决于晶 
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格的类型，但每一束散射光有多强则由每个晶胞内有些什么来决定^。晶体的结构就是用 
这种方式得出的。 

图 2-5 和图 2-6 是两幅 X 射线衍射图样的照片，它们分别是从岩盐与肌红蛋白的散射 
的衍射图。 

附带提一下，如果最靠近的两个平面间的距离小于 A /2, 就会发生一件有趣的事。在这 
种情况下，式 (2. 9) 对 n 就没有解。因此，如果 A 大于相邻平面之间距离的两倍，就没有側向 
衍射图样，光——或者无论它是什么——将直接穿过材料，而不被弹开或损失。所以，对于 
(可见）光, A 远大于间隔的情况下，它就直接通过，而不会出现从晶体中平面反射的图样。 



图 2- S 由一束 X 射线射在氯化钠品体上衍射得到的图样 围 2-6 肌红蛋白的 X 射线衍射图样 

这个事实在产生中子的核反应堆悄况下也引起有趣的结果（中子显然是粒子，任何人都 
这样认为！）。假如我们引出这些中子使它们进入一厚石墨块，它们就会扩敗,并且奋力地穿 
过石祺（图2-7>。它们之所以扩敗是因为被原子弹开，但严格地说，按照波动理论，它们之 
所以被原子弹开是由于晶体内许多平面的衍射。结果表明，假如我们取一块厚石墨块的话， 
从远端跑出的中子都有长的波长！嘴实上.假如我们把中子强度作为波长的函数作图的话， 
除波长大于某个极小值外其余什么也没有（图 2-8) 0 换句话说，我们可以用这种方法得到 
极慢的中子。只有嵌慢的中子才会 通过; 它们没有被石墨的晶格平面所衍射或散射，而是像 
光通过玻璃一样径直穿过石墨而没有向两边敗射 开去。 还有许多其他证据也说明中子波和 
别的粒子波是真实的。 


短入中子 

// 


石* 


I ：长 A 中子 


I 短 A 中子 

围 2-7 反应堆中子通过石墨块的扩散 



• 光斑组成的整个衍射图的强度分布决定于毎个晶胞的结构。——译者注 
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§2-4 原子的大小 

现在我们来看一下不确定性关系式 (2. 3) 的另一个应用。在这里不用过分 严密; 概念是 
正确的，但所作的分析并不很精确。这个槪念涉及到确定原子的大小，以及按经典理论电子 
将不断辐射光并作螺旋运动直至最后落到原子核上这一事实。但是这在量子力学中就不是 
这样,假如是这样的话我们就可以同时知道每一个电子在什么地方以及它运动得有多快。 

假定我们有一个氢原子，并且要测置电子的 位置； 我们肯定不能精确地预言电子的位 
置,不然动量将会扩展到无限大。每当我们观察电子时，它是在某处，但它在各个不同地方 
都有一定的振幅，因而在不同地方都可能找到它。这些位置不可能全都在原子核附近，我们 
假定位置有一定的扩展，其数量级为 I 这就是说，电子离原子核的距离通常大约为〜我 
们对原子的总能置取极小值来确定 

由于不确定性原理，动量的弥散约为这样,如果我们打算用某种方式去测置电子的动 
臂如使它敗射 X 射线，然后观察运动散射体引起的多普勒效应，那么可以预期并不会每次 
都得到零一电子并不是静止不动的一但它的动嫌一定为 A A 的数童级，于是动能约 
为/2 = 〆 /2 m = V （在某种意义上，这是一种 M 纲分析，用以找出动能是以何种方 

式依赖于约化符朗克常数 ，质坩 m , 以及原子的大小 a 。 我们毋需顾虑答案中2、等这类因子 
上的出入。我们甚至还没有很精确地定义过 a 。) 现在，势能为一 〆 除以离原子中心的距离，即 
一 〆 / a 。 按第1卷中的定义•，这里的 ** 是电子电荷的平方除以 4 i «„。 要点就在于，如果 <2变 
小，势能就变小，但 a 越小，由于不确定性原理，要求动 董增大 ，因而动能也增大。总能 M 是 

E= 2t-f (2 . 10) 

我们不知道 a 有多大，但我们却知道原子本身会进行调整以取得某种折衷办法使能*尽可能 
地小。为了得到 E 的极小值,我们求£对《1的微商，令此微商等于零后解出 <2。 E 的微商是 

+ (2 - H) 

令 g = 0,求得 a 值为 

a 0 = = 0. 528 A = 0. 528 X 10-'° m . (2. 12) 

这个特殊的距离称为 玻尔半径 。我们因此得知原子的大小约为埃的数置级，这完全正确。 
这是一件挺不错的事上,是令人惊奇的，因为到现在为止，我们还没有理解原子大 
小的基础！从经典的观点来看，由于电子会螺旋式地运动终至落到原子核上,原子完全不可 
能存在。 

• 第1卷28章和第2卷第4 章。 一译者注 

•• 计算 （2. 11) 和 (2. 12) 式时要代入 〆 /4»。= (1. 602 X 10— 1 •库仑 >: X 8. 99 X 10* 牛顿■米*麻 
仑\ —译者注 
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现在，如果将式 (2. 12) 的％值代入式 (2. 10) 求能量，结果得出 

£ «=-^=-f^=- 13 - 6eV - (2 - 13) 

负能量意味着什么？这意味着，当电子在原子中时的能量比自由状态下的能董小。这意味 
着它是受束缚的。也就是说，要把电子“踢出去”需要能量；要电离一个氢原子大约需要 
13. 6 eV 的能量。我们没有理由认为所需的能量不是这个值的2倍、3倍一或它的一半， 
或 （1/ tt ), 因为我们这里所用的是十分粗略的论证。然而，我们作了弊，我们这样引进所有 
常数，使得正好得出正确的数字！ 13. 6 eV 这个数字称为一个里德伯 （ Rydberg ) 能量，它是 
氢原子的电离能。 

所以，我们现在懂得了为什么不会穿过地板掉到下面去。当我们行走时，鞋子中的大量 
原子带着原子的质量挤压着地板中的原子。为了把原子挤得更靠近一些，电子就要被限制 
在一个更小的空间中，按照不确定性原理，平均而言它们的动量将变得更大些，这就意味着 
能量 变大; 抵抗原子压缩的是一种董子力学效应，而不是经典效应。按照经典的观点，如果 
使所有电子与质子更为靠近，我们应预期能 it 会进一步降低，因此，在经典物理学中，正电荷 
与负电荷的最佳排列就是互相紧靠在一起。这些在经典物理学中是很清楚的，但是由于原 
子的存在又令人困感。当然，早先的科学家发明过一些办法来摆脱这个困堍——不过不必 
担心,我们现在找到了一种正确的方法！ 

顺便提一下，虽然眼下我们还不能理解它，我们发现在有许多电子的场合中，这些电子 
总是试图彼此离开。如果某个电子正占据着某一空间，那么另一个电子就不会占据同一空 
间。说得更格确一些，由于存在着两种自旋的情况，因此两个电子有可能紧靠在一起，一个 
电子沿一个方向自旋，而另一个电子则沿反方向自旋。但此后我们在该处再也不能放进更 
多的电子。我们必须把其他电子放到别的位 H 上，这就是物质具有强度 的真正 原因。假如 
我们有可能将所有电子放在同一个地方，那么它们将会比现在更为紧密。正是由于电子不 
可能全都紧靠在一起这个事实，才使得桌子和其他种种东西变得 坚固。 

十分明显,为了理解物质的性质.我们必须用《子力学，经典力学是不能满足的。 


§ 2-5 能 级 


我们已讲过处在可能具有的最低能置状态下的原子，但是发现电子还可以做别的事，它 



//////// m 




m 2 - 9 原子的能级图 
(表示几种可能的跃迁） 


能以更具活力的状态跳来跳去，因此原子可以有多种不同 
的运动状态。按照量子力学，在定态条件下,一个原子只可 
能有确定的能量。我们作一个图（图 2-9), 其中垂直方向 
标绘能最，每一个允许的能量值画 一条水 平线。当电子是 
自由的时候，这时它的能量为正，能量可以具有任意值，并 
能以任何速度运动。但是束缚能不能取任意值。原子只能 
取图 2-9 所示的一系列允许值中的某一个能量值。 

现在我们称这些能量的允许值为 E 。 ， E , , E 2 , £ 3 。如 
果原子原来处于&等“激发态”之一时，它不会永远停 
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留在这状态中。它迟早会掉到较低的状态中并以光的形式辐射出能量。发射的光的频率由 
能量守恒加上量子力学的光的频率与光的能置之间的关系式 (2. 1) 来确定。因此，譬如说从 
能 * E 3 到能最 E , 的跃迁所辐射的光的频率为 


a ,,, = 广 . (2.14) 

这就是该原子的一个特征频率,它确定了一条发射光谱线。另一可能跃迁是从 E 3 至这 
时就得到不同的频率 

m 。 = (2.15) 

另一个可能性是，如果原子已被激发到 E , 态，它可能掉回到基态 E 。， 发射光子的频率是 


助。= ■ (2.16) 

我们举出三种跃迁的情况是为了指出一个有趣的关系。由式 (2. 14),(2. 15) 和 （2. 16) 很容 
易看出 

atjo = tuji " t "< 0 | o . (2. 17) 

—般来说，如果我们找到了两条谱线，可以预料在频率之和（或之差）处将找到另一条谱线， 
而且通过找到一系列能级,每条谱线都对应于其中的某一对能级的能 M 差，那么所有的谱线 
就能得到 解释。 在》子力学出现以前人们就已注意到这种在谱线频率惊人的对应，它称为 
里兹组合 原则。 从经典的观点来看，这又是不可思议的。不过,我们别再唠叨经典力学在原 
败，#来我们已讲得足够 多了。 

前面已经谈到》子力学可以用概率幅来描述，概率幅的行为像具有一定的频率和波数 
的波动。让我们看一下，从振幅的观点怎样会得出原子具有确定的能置状态。根据我们前 
面所说过的那些是无法理解这一点的，但是我们都知道被约束的波具有确定的频率。例如. 
若声音约束在一个风琴管或任何类似的东西中时，声波振动的方式不止一种，但每种方式都 
有一个确定的频率。这样,将波约束在其中的物体有某些确定的共振频率。所以这是被约 
束在有限空间中的波的一种性质一这个课题我们将在以后详细地用公式来讨论一只能 
存在某些确定频率的波。由于振幅的频率与能 S 间存在着普遍关系，我们发现束缚在原子 
内的电子具有确定的能置就不足为奇了。 


§2-6 哲学含义 


我们简单地谈谈量子力学的某些哲学含义。通常这种问题总是有两个方 面：一 个是作 
为物理学的哲学的含义，另一个是把哲学问题外推到其他领域。在把和科学有关的哲学观 
念引申到其他领域中去时，它们往往完全被歪曲了。因此我们将尽可能把自己的评论限制 
于物理学本身。 

首先，最有兴趣的问题是不确定性原理的概念，观察影响现象。人们向来都知道进行观 
察要影响现象，但是问题在于,这种效应不可能依靠重新安排仪器使其可以忽略，或减到最 
小或任意减小。当我们观察某一定的现象时，不可避免地要产生某种哪怕是最低限度的扰 
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动，这种扰动是观测的自洽性所必 需的。 在前量子物理学中，观察者有时也是重要的，但这 
只样的一个问题 ：如果 有一棵树在森林中倒了下来，而 
旁边没有人听到，那它真的发出了响声吗？在真实的森林中倒下的一棵离寒的树当然会发 
出声音，即使没有任何人在那里。但即使没有那里听到声音，它也会留下其他的迹象。 
响声会使树叶振动，如果我们够仔细的话，可以发现在某个地方有一些荆棘擦伤了树叶，在 
树叶上留下细小的划痕，除非我们假定树叶曾经发生振动，否则对此划痕就无法解释。所 
以，在某种意义上我们必须承认曾经发出过声音。我们也许会问 ：是否 有过声音的感觉呢? 
大概没有，感觉一定要意识到才有意义。蚂蚁是否有意识以及森林中是否有蚂蚁，或者树木 
是否有意识，这一切我们都不知道。对这个问题我们就谈到这里吧！ 

量子力学发展以来人们所强调的另一件事情是这样一个观 念：我 们不应当谈论那些我 
们不能够测置的事情（实际上相对论也这么说的）。如果一件事情不能通过测置来定义，它 
在理论上就没有地位。由于一个定域粒子的动量的精确值不能通过测量来确定，因此它在 
理论上就没有地位。但是，认为这是经典理论的问题是^的。这是一种对情况所作的粗 
枝大叶的分析。只是因为我们不能同时精确地测置位置并不是从先验的意义上说我 
们不能讨论它们。它的意 s 只是我们不需要讨论它们。在科学中情况是这样 的：一 个无法 
测《或无法直接与实验相联系的概念或观念可以是有用的.也可以是无用的。它们不必存 
在于理论之中。换句话说，假如我们比较世界的经典理论与世界的置子理论,并假设实验上 
确实只能不精确地测出位 h 与动*，那么问题就是一个粒子的精确位 g 与它的梢确动》的 
概念是否仍然有效。经典理论承认这些 概念； m 子理论则不。这件亊本身并不意味着经典 
ii 是错误的。当新的置子力学刚发现时，经典物理学家一除去海森伯、薛定谔和玻恩以 
外所有的人—— 都说: “看吧，你们的理论一点也不好，因为你们不能回答这样一些问 题：粒 
子的精确位 s 是什么？它穿过的是哪一个孔？以及一些别的问题。”海森伯的答 复是： “我不 
用回答这样的问题，因为你们不能从实验上提出这个问題。”这就是说，我们不必要回答这种 
问题。考虑两种理论(8>与 （ b ),( a ) 包括一个不能直接检验但在分析中用到的概念，而 （ b ) 则 
不包括这个概念。如果它们的预言不一致，我们不能声称 ：由于 （ b ) 不能解释 ( a > 中的那个概 
念，因而它就是错的，因为这个概念是一个无法直接检验的东西。知道哪些观念不能直接检 
验总是好的，但是没有必要将它们全部去掉。认为我们只利用那些能直接实验测定的概念 
才能真正算作科学的这种看法是不正确的。 

置子力学本身就存在着概率幅、势以及其他许多不能直接测 ft 的概念。科学的基础是 
它的_能力。预测就是说出在一个从未做过的实验中会发生什么。我们怎么去做这件事 
呢？假定我们不是依靠实验要知道发生什么情况.我们只能将已有的实验外推到实验尚未 
达到的领域。我们必须依据我们的概念并将它们推广到这些概念还没有受到检验的领域 
中。如果我们不是这样做，就不会提出预测。所以，对经典物理学家来说恰当地按照这样的 
程序进行是完全合理的,从而假设位置一对垒球来说显然具有某种意义一对于电子来 
说也具有某种意义。这并不恿鑫。这是合理的步骤。今天我们说相对论定律对所有的能量 
都应该是正确的，但是或许有一天，有人会跑出来说我们是多么愚鑫呀！直到我们自己惹出 
麻烦之前，我们实在是不知道“蠢”在哪里的,所以整个思想都是自找麻烦。唯一能发现我们 
错误的方法是说出我们的预测是这对于建立概念是绝对必要的。 

我们已对量子力学的非决定性作过一些评论。那就是我们现在还不能预测在给定尽可 
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能仔细安排好的物理条件下会发生什么物理事件。假如有一个处于受激态的原子,并且它 
将发射光子，那么我们无法说出它将在 什么时候 发射光子。它有在任何时刻发射光子的一 
定振幅，我们可以预测的只是发射的概能精确地预测未来。这引起了关于意志自 
由的意义的种种问题和胡说八道，还引起了世界是不确定的种种观念。 

当然,我们必须强调，在某种意义上经典物理也是非决定的。人们通常认为这种非决定 
性，即我们不能预言未来，是重要的量子力学的特色，而且据说这可用来解释精神的行为、自 
由意志的感觉等等。但是假如世界 真的是 经典世界—假如力学定律 g 经典的一还是一 
点也不清楚精神是否也觉得多少有些相同。确实,在经典物理学中如果我们知道了世界上， 

或者在一盒气体中的每个粒子的位置与速度，那么就能精确地预言会发生什么。因此经典 
的世界是决定论的。然而，考虑到我们的精确度有限，而且不知道哪怕只是一个原子的_ 
位置到譬如十亿分之一。那么这个原子运动时会撞上另一个原子，由于我们知道的位 
精确度不超过十亿分之一，因此我们发现在碰撞后，位 罝的误 差还会更大。当然.在下一次 
碰撞时.误差又被放大，这样，如果起先只有一点点误差的话，后来就迅速放大而出现很大的 
不确定性。举个例子来说 ：比如 一道水流从堤坝上泻下时，会飞溅开来。如果我们站得很 
近，时不时地有水滴溅到我们的鼻子上。这一切看来完全是无规则的，然而这样一种行为能 
够按纯粹的经典定律来预言。所有水滴的精确位置取决于水流流过堤坝以前的榷确运动。 
结果怎样呢？在水流落下时，极微小的不规则性都被放 大了； 结果就出现了完全的随机性。 
很明显，如果我们不能绝对楝确地知道水的运动，就不能真正预知水滴的位 g 。 

说得更明确一些,¥5^精确度，无论多么精确，都能找到一个足够长的时间，以致我 
们无法使对这么长的时间作出的预言有效。问题在于这段时间并不很长。如果楮确度为十 
亿分之一.这个时间并不是数百 万年。 亊实上，这个时间随着误差呈对数式地变化，结果发 
现只在非常、非常短的时间里我们就丢失了所有的信息。如果精确度提高到亿亿亿分之 

-那么不管我们想要多少个亿，鋟后总要停在某一位数上——我们就会得出一个时间， 

小于这个时间的亊件都在已有测*的精度下是可预言的一此时间后发生的事件就再也不 
能预言了！由此看来，诸如以下的说法，什么由于人类精神表面上的自由与非决定性，我们 
应当认识到再也不能希望用经典的“决定论的”物理学来理解它，并且欢迎*子力学将我们 
从“完全机械论的”宇宙下解放出来，等等，都是不公正的。因为，从实际的观点来说，在经典 
力学中早已存在着非决定性了。 



第 3 章概率幅 

§3-1 振幅组合定律 

当薛定谔鼓初 发现置 子力学的正确定律时，他写出了一个方程，描述在不同地点找到粒 
子的振幅。这个方程非常像经典物理学家原来就知道的某些方程——这些方程曾被用来描 
述空气中声波的运动、光的传播以及其他一些现象。在量子力学建立的初期,大部分时间都 
花在解这个方 程上。 但在同一个时期,特别是玻恩和狄拉克，发展了对隐藏在量子力学方程 
式背后的、全新的物理概念的理解。随着屋子力学的进一步发展，人们又发现还有许多东西 
没有直接包含在薛定谔方程里一如电子自旋以及各种相对论现象。传统上所有的置子力 
学课枵都是以同一方式开始的.即顺 精这一 主题的历史发展顺序讲解。 一个 人首先得学习 
大》的经典力学，这样他就会慊得如何去解薛定谔方程。然后，他花很多时间去求各种情况下 
薛定 谔方程 的解,只有在详尽地研究了这个方程之后，才接触到电子自旋这个“高深■•的课题。 

我们原来也曾考虑过，结束这些物理课程的正确方式是给你们讲解怎样去解复杂情况 
下的经典物理学方程——例如在封闭区域内声波的描述，圆柱形空腔中电磁辐射的模式等 
等。这是本课程的 W 初计划。然而，我们还是决定抛弃这个计划而代之以置子力学的导论。 
我们得到这样的结 论:通 常认为 M 子力学的高深部分琪实上是十分简单的，这里面所用的数 
学特别简申.，只包含简单的代数运算而且没有微分方程，至多只有一些很简单的微分方程。 
唯一的问题 M , 我们必须跃过一个裂隙，这个裂隙是我们不再能够详细描述粒子在空间的行 
为。所以，我们想要做 的是: 给你们讲解通常所谓 的置子 力学的"高深”部分。但是我们向你 
们保证，它们是极其简单的部分一从深刻意义上来说一并且也是最基本的部分。坦白 
地说，这是一个教学法的实验，据我们所知，以前还从来没有这样做过。 

当然,在这个课题中，我们的困难是对物体的量子力学行为十分陌生，没有人曾在日常 
经验中有过有关物体鼠子力学行为的粗略的、直观的概念。有两种介绍这一课题的方 法:我 
们可以用较为粗略的物理方式来描述可能发生的事件，多少告诉你们发生了一些什么而不 
给出每一事件的精确 定律; 或者从另一个角度,给出精确定律的抽象形式。但是，由于抽象， 
你们就完全不知道它们的物理意义。后一种方法不能令人满意，因为它完全是抽象的，而前 
—种方法给人不舒服的感觉，因为无法知道究竟哪些东西是真的，哪些是假的。怎样克服这 
个困难，我们尚无把握。事实上，你们会注意到，在第1和第2章里已经提出了这个问题，第 
1章是比较精确的，而第2章是对不同现象的特征的粗略描述。在这里，我们将尝试在这两 
个极端之间找到一种适当的描述方法。 

在这一章里我们将首先处理一些普遍的量子力学概念。某些表述是十分精确的，另一 
些表述只是部分精确。当我们进行讲解的时候，很难向你们指明哪一些表述是十分精确的， 
哪一些是部分精确的。但是当你们学完这一本书的其余部分以后，再回过头来看一看就会 
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知道哪些部分是严密的,哪些部分只是简略的解释。本章以后的各章将不像本章那样不够 
精确。事实上，在以后各章里，我们精心力求讲得更精确的理由之一是 ：要向 你们指出置子 

力学中最美妙的东西之-从很少的前提推导出很多的结论。 

我们还是从讨论概率幅的叠加开始。我们将用第1章的实验作为例子，并把它重新画 
在图 3-1 上。有一个如说 电子〉 源 s : 后面是一堵上面有两条狭缝的墙，在墙后面有 
—个探测器放在某一个位置 X 。我们要求在: r 处发现粒子的概率。量子力学的箄一普适原 
g : 粒子从源 S 发出到达: r 的概率能够用一个叫做概率幅的复数的绝对值的平方来定量地 
描述一在现在这个例子中，就是“从5来的粒子到达 x 的振幅”。量子力学中经常用到这 
个振幅，我们用一个速记符号——狄拉克发明并在量子力学中通用的一来描述这个概念。 
我们用这样的方式来表示概率幅。 



墙 后 M 

⑷ (b) 


图 3-1 电子的干涉实验 



( c ) 


〈到达 X 的粒子 | 离开 s 的粒 子〉. (3.1) 

换言之，两个括号〈> 是与“振幅”相当的记号，竖线右边的表式总是表示初始状况，左边的表 
示终了状况，为了方便，有时候可以进一步缩写，各用一个字母分别表示初始状况和终了状 
况3如，有时我们可以把振幅式 (3.1) 写成： 


< x | i >. (3.2) 

我们要强调一下,这个振幅当然 只是一 个单独的数字-个复数。 

在第1章的讨论中，我们已经看到，粒子到达探测器有两条可能的路径时，总的概率不 
是两个概率之和，而必须写成两个振幅之和的绝对值的平方。两条路径都畅通的时候，电子 
到达探测器的概 率是： _ 

Pi * = V. (3.3) 

我们把这个结果用新的符号来表示。不过我们先要讲一讲量子力学箄二普适 原理： 当一个 
粒子可以通过两条可能的路径到达某一给定的状态时,这个过程的总虫立地考 
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虑的两条路径的振幅之和，用新的符号表示： 

〈I I 个小及■打开=〈•！ I i)aai +〈工 I *〉邏过2. (3.4〉 

顺便提一下，我们必须假定小孔1和2是足够地小，当我们谈及电子通过小孔的时候，我们 
不必讨论通过的是小孔的哪个部分。当然我们可以把每一个小孔分割成许多部分，而电子 
具有通过小孔的上部或通过小孔的底部或其他部分的一定振幅。我们假定小孔是足够地 
小，从而就不必为这些细节操心。这就是所涉及的粗糙 部分； 我们可以使之更为精确，但是 
在现阶段还不需要那么做。 

现在,我们要详细地写出我们对于电子通过小孔1到达位于 x 处的探测器这一过程的 
振幅能说些什么。在这里，我们要应用第三普适原理 ：如果 粒子走的是某一特定的路径，对 
于这条路径的振幅可以写成走过部分路程的振幅以及走过其余部分路程的振幅之乘积。对于 
图 3-1 的装置，从 s 通过小孔1到达; c 的振幅等于从5到孔1的振幅乘以从孔1到 x 的 振幅： 


(x I s>nai =〈工 I 1〉〈1 I S〉. 


(3.5) 


这个结果也不是完全精确的。我们还应当在振幅中包含一个关于电子通过小孔1的因子， 
但是，在目前的情况下，这只是一个简单的小孔，我们可令这个因子等于1。 

你们要注意，式 (3.5) 是以相反的次序写的。它应当从右边读到左边。电子从5到1, 
然后从1到: c 。 总结一下，如果亊件是接连发生的一就是说，如果你们能够分析粒子所走 
的一条路线，说它先走这一段,然后走那一段，再走另一段——则将各相继事件的振幅相乘 
即可求出该路线的总振幅。运用这个定律，我们可以将式 (3. 4) 重新 写成： 

<* I *>■*•.« = 丨 1><1 I *> + <x | 2)(2 | i>. 


现在我们要证明，只要运用这几条原理，我们就能计算如图 3-2 所示那种更为复杂的问 
题。在该图中有两堵墙，一堵墙上有两个小孔1和2,另一堵墙上有三个小孔 a 、 6和 c 。 在 
第二堵墙后面有探测器，位于 I 处，我们要求粒子到达这一探测器的振幅。一个你们能求 
出振幅的方法是计算通过这许多小孔的波的*加，或干涉；但是你们也可这样来求，认为有 
6条可能的路线，把走过各条路线的振幅 ft 加起来。电子可以先通过小孔1,然后通过小孔 
a , 最后到达: r ; 或者它可以先通过小孔1,然后通过小孔最后到达^，如此等等。按照上述 




围 3-2 —个比较复杂的干涉实验 
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第二原理，将各条可供选择的路线的振幅相加。所以我们可以把电子从 s 到 I 的振幅写成 
6个单独振幅之和。另一方面，应用第三原理，每一个单独的振幅都能写成三个振幅的乘 
积。例如，其中有一个是从 s 到1的振幅乘以1到 a 的振幅再乘以〃到 x 的振幅。采用我 
们的速记符号，从5到: r 整个振幅可写成 


<x | s> = <x | a)(a I 1〉<1 I s〉+〈* I b)(b \ 1><1 | s〉+ … + <* | | 2><2 | s). 


可用求和符号来节省书写 

〈J： 丨 I oKo I i><« I J>. (3. 6) 

i -1. I 

为了用这些方法进行各种计算，自然必须知道从一个地点到另一地点的振幅。我们将 
给 出一个 典型振幅的粗略概念，它不考虑像光的偏振和电子自旋之类的东西，但是，除了这 
些方面之外，它是十分准确的。有了这些概念，你们就能够解决包含多个狭缝的不同组合的 
问题。假设有一个具有一定能》的粒子，在真空中从位 Sf , 走到位 gr: D 换言之，这是一 
个不受力作用的自由粒子。除了前面还要有一个常数因子外，从 n 到 r , 的振 幅是： 

<r z I r,> = (3.7) 

严 I: 

其中 r l2 =r,-r,p 是动 tt, 它和能置 £： 由相对论方程联系 起来： 
p'c 1 = E* — («o • c*) 1 , 

或者由非相对论性方程式联系 起来： 


2m 


=动能. 


方程式 (3. 7>实际上表示粒子具有像波一样的性质，振幅就像一个具有波数等于动量除以 A 
的波那样传播。 

在最一般的情况下，振幅和相应的概率也包含时间。对于大多数这些初步的计算，我们 
假设粒子源始终发射具有特定能 ft 的粒子，所以我们不必考虑时间问题，但是在一般的情况 
下,我们可能对另外一些问题感兴趣。假设有一个粒子在某一时刻，在某一地点 P 被释放， 
而你们想要知道它在某个晚一些的时刻到达某个位置，譬如说在的振幅。这可用符号表 
示成振幅 ( r , / = », I P , < = 0〉。显然，这个振幅将依赖于 I •和如果你们把探测器放在不 
同的位罝并在不同的时刻进行测量，你们就会得到不同的结果。 一 般地说，这个的函 
数满足一微分方程，这微分方程是一个波动方程。例如在非相对论的情况中，它就是薛定谔 
方程。于是人们就得到一个与电磁波或者气体中声波的方程式相类似的波动方程。然而必 
须强调指出，满足这个方程式的波函数与空间的真实的波动并不相同，我们不能像对声波那 
样用一种实在的图像来描绘这种波动。 

虽然人们在处理一个粒子的问题的时候，很想用“粒子波”这个概念来进行思考，但这并 
不是一个恰当的概念。因为，如果有两个粒子，那么在 r , 发现一个粒子并且在 r 2 发现另一 
个粒子的振幅并不是一个简单的三维空间的波，而是依赖于6个空间变量 n 和 r 2 。 例如， 
如果我们处理两个(或者更多的)粒子，我们还需要有下面的附加 原理: 假如有两个不相互作 
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用的粒子 ，一 个粒子做一件事并且另一个粒子做另一件事的振幅是两个粒子分别做这两件 
事的两个振幅之乘积。例如，倘若 〈 ak 〉 是粒子1从 h 到 a 的振幅， 〈6 k >是粒子2从知到 
6的振幅.则两者一起都发生的振 幅是： 

(a I s,)(b I sj). 

还有一个问题要强调.假定在图 3-2 中，我们不知道粒子到达第一堵墙的小孔1和2之 
前是从什么地方来的，但是只要知道到达1的振幅和到达2的振幅这两个数据，我们仍旧可 
以对在墙的后面将会发生些什么（例如到达的振幅）作出预言。换言之，由于接连发生的 
亊件振幅相乘这一事实，如式 (3. 6) 所示，你在继续分析时所必须知道的只是两个数字——对 
这里的特殊情形来说就是 〈1 U > 和〈2|*>。有了这两个复数,就足够预言未来的一切了。这就是 
真正使得》子力学容易的地方。结果在以后的几章里当我们用两个(或少数几个)数字详细地 
说明初始状态后，我们所要做的就是用它来预言 未来。 当然,这些数字取决于粒子源的位 S , 
并且可能还取决于仪器的其他细节。但是，这两个数字给定后我们就不再需要知道这些细节。 

§3-2 双缝干涉图样 

现在我们要考虑一个在第1 阜中已 经比较详细讨论过的问题。这一次我们将要运用振幅 
槪念的全部光辉成就来向你们说明这些结果是怎样得出的。我们采用与图 3-1 所示相同的实 
验,但现在两个小孔后面加上一个光源，如图3_3所示。在第1章里，我们曾经得到下面的有 
趣结果，如果我们在狭缝’ 1后面观察，并且看见光子从该处敗射，那么在: r 处得到的与这些 
光子对应的电子的分布和狭缝2关闭 筲是相 同的。荇经在狭缝1或在狭缝2处被 “ fj 到"的电 
子的总分布是单独打开狭缝1或2时的分布之和，并且和关掉小孔后面的光源时的分布完全不 
同。这个结果至少在我们采用足够短的波长的光线时是正确的。如果波长变长，以致我们无法 
确定敗射过程发生在哪一个小孔附近，电子的分布就变得史像关掉小孔后面的光源时的分布了。 



图 3-3 确定电子走过哪一个小孔的实验 


* 大约费恩曼在讲课时小孔 ( hole ) 和狭缝 （ slit ) 常常不分。原书中小孔和狭缝混用。译文照原文翻译, 
估计读者不会困惑。——译者注 
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我们用新的符号和振幅组合原理来仔细考虑一下会出现些什么情形。为使书写简单， 

我们仍然令 A 表示电子通过小孔1到达的振幅，即 

麥,= <工 丨 1><1 I s ). 

同样，我们令么表示电子经小孔2到达探测器的振幅， 

A =〈工 | 2)(2 | S >. 

这些是没有光源时通过两个小孔到达工的振幅。现在如果有了光源，我们要问这个 问题： 
电子从 S 出发，光子从光源 L 发出，最后电子到达: r 而光子在狭缝1后面被观察到，这一个 
过程的振幅是什么？假定我们用一个探测器 Di 来观察狭缝1后面的光子，如图 3-3 所示， 
并用一个同样的探测器 D 2 来对小孔2后面被散射的光子计数，对于一个光子到达 D , 以及 
—个电子到达 I 的情形，将有一个振幅。对于一个光子到达 G 以及一个电子到达 I 的情 
形，也有一个振幅。让我们来计算这两个振幅。 

虽然我们对计算中所遇到的所有因子还没有正确的数学公式，但通过下面的讨论，你们 
可以体会出它的精神。首先，电子从电子源跑到小孔1有一个振幅 〈1 U >。 其次，我们可以 
假设电子在小孔1附近把一个光子散射到探测器 D , 中也有一定的振幅。我们用 a 来表示 
这个振幅。再有，电子从狭缝1跑到位于 I 的电子探测器具有振幅 〈 r | l >。 于是，电子从^ 

通过狭缝丨跑到 x 并把一个光子敝射到 D , 里面的振 幅是： 

<x I 1>-<1 I 5>. 

或者用我们以前用过的符号来表示，它就是 

通过狭缝2的电子将一个光子敗射到 D , 中去的情形也具有某个振幅。你们要说 :“这 
是不可能的，如果探测器 D , 只是观测小孔1,光子怎么会散射到 D , 中去呢?”如果波长足够 
长,就有衍射效应，那就肯定可能。如果仪器做得很好，而且我们用的是短波长的光子，那么 
光子被通过小孔2的电子散射到探测器1中去的振幅是非常小的。但是为使讨论具有普遍 
性，我们应该考虑到总有一些这种振幅存在，我们称它为6。于是，一个电子通过狭缝2并 
且把一个光子散射到 D , 中去的振 幅是： 

<x I 2)6(2 I *> = bi t . 


在 ■«： 位 a 找到电子并在 d , 中发现光子的振幅是上面两项之和，每一项分别对应于电 
子的一条可能的路线。每一项又由两个因子构成。第一，电子通过一个小孔，第二，光子被 
这个电子散射到探测器1中，我 们有： 

/电子到 : c 
\光子到 q 

对于在另一个探测器 D : 中发现光子的情况.我们可得到类似的表达式。为简单起见， 
假设系统是对称的，那么 a 也就是电子通过小孔 2 时把光子散射到 D: 中的振幅 ,6 是电子 
通过小孔1时把光子散射到认中的振幅，相应的光子进入 D : 而电子到 x 的总概率是： 


St 发发出出〉— 


(3.8) 


/电子到 : T 
\光子到 D : 




(3.9) 
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现在我们完成了。我们可以容易地算出不同情况的概率。假定我们想知道在 R 中有 
—个计数而同时在 x 处收到一个电子的概率，这就是式 （3. 8) 所给出的振幅的绝对值的平 
方，即丨4, + W : P 。 让我们更仔细地研究一下这个表达式。首先，如果6等于零一这是 
我们设计仪器时想要做到的一答案就是 hr 乘以即总振幅缩小了因子 lal 、 这就 

是如果只有一个小孔时所应当得到的概率分布—— 
如图 3-4( a ) 的曲线所示。另一方面，如果波长很长， 
光子从小孔2后面散射到 D , 中的振幅可能正好和 
从小孔1散射的情形相同。虽然在4»和6中可能还 
分别包含某个相位因子，但是我们可以问一个简单 
7 的情况，即两者相位因子相等的情况。如果^实际 
上等于6,那么总概率就成为 I A +大 I 2 乘以 | a | l , 因 
为公共因子 a 可以提出来。然而，这正好就是完全 
没有光子的情况下我们所得到的概率分布。所以， 
<») <*» (O 在波长很长的情况下——从而光子探测器无效一 

*3-4 在图 3-3 的实验中 .对应 于进入 你们又重新得到原来的显示出干涉效应的分布曲 

D SJii x : 线，如图 3-4( b ) 所示。对于光子探测器部分有效的 

(.)« T *-0；( b ) 情况，在大 M 的 A 和少 M 的 A 之间存在着干涉，你 

(OMfO<6<a 将得到如图 3-4(C) 上所画的那种介于两者之间的分 

布。不用说，我们求进入认的光子和到达 I 的电子的符合计数，我们将会得到同样的结 
果，如果你们还记得第1 $中的讨论,你们可以看出这些结果对第1章里所谈到的过程给出 
了定最的描述。 

为使你们避免一个符遍的错误，我们现在要 强调说 明一个重要的问题。假定你只要知 
道电子到达: T 处的概率而至 g 光子是在 D , 还是在认中计数，你们是否应把式 （3. 8) 和 
(3. 9) 所表示的振幅相加起来呢？不！ 对于不同的、互相 可以区别的终态的振幅，你们无论 
如何都不得把它们相加起来。光子 一 不需要更多 
地去扰乱这个系统，我们总是能够确定到底是哪一种情况发生,每个情况的概率完全不依赖 
于另一情况。再重复一遍,不要把不同的鋒綷情况的振幅相加，所谓“最终”，指的是我们当 
时希望知道的概率——就是当实验 ••结 束”的时候。在整个过程结束以前，你们的确对实验 
中 不能 g 别的 各个不同的过程的振幅求和。紐触雜， “ TS - 要雜# 
子"。要不要对光子进行观察是你们自己的事，但是你们仍然不可以把振幅相加。自然界并 
不知道你们正在观察什么。无论你们是否费心记录数据，自然界都按照它自身原有的方式 
发展变化着，所以我们不可以把振幅相加。我们应当先求出所有可能的终态的振幅的平方， 
然后再把它们加起来。对于一个电子到达：《：,同时一个光子到达 D , 或到达 D 2 的情形来 
说，正确的结 果是： 

/电子到 X 电子从 S 发出 、 p /电子到 X 电子从 S 发出、 2 
\光子到 D , 光子从 L 发出\光子到 D 2 光子从 L 发出/ 



=1 at.+bir |*+| ait + b *, I *. 


(3.10) 
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§3-3 在晶体上的散射 


下一个例子是这样一个现象.在此现象中我们要比较仔细地分析概率幅的干涉。我们 
观察中子在晶体上的散射过程。假定我们有一 
块晶体，它包含大量的原子，原子的中心是原子 
核。这些原子核作周期性的排列，一束中子从 
很远的地方射来。我们用指标 i 来标记晶体中 
不同的原子核依次代表一系列的整数 ，1, 2, 

3, N , N 等于原子的总数。问题是要计算 
在图 3-5 所示的装置中，计数器接收中子的概率。对于任意的一个特定的原子《 ，中 子到达 
计数器 C 的振幅等于中子从源射到原子核 i 的振幅乘以在原子核《_上受到散射的振幅 a ，再 
乘以中子从 i 到计数器的振幅。我们可将其 写成： 

〈到达 C 的中子丨从 S 来的 中子〉 = <C I i ) a(i I S >. (3.11) 

在写这个方程式时，我们已经假定散射振幅 a 对于所有的原子都是一样的。这里有大 M 的、 
表观上不能区别的路线。这些路线之所以不能区别是因为低能中子从原子核散射的时候不 
会把原子桷离它在晶体中原来的位 H —没有留下散射的“记录"。按照以前的讨论，中子 
到达 C 的振幅必须包括式 (3. 11>对所有原子 求和： 

〈到达 C 的中子丨从 S 来的中子> = 2<^1 «)«<«• I S ). (3.12) 

因为我们是对在不同空间位 H 的原子的敗射振幅求和.这些振幅有不同的相位，从而得到和 
我们以前曾经分析过的光在光栅上散射的情况中同样具有特征的干涉图样。 

在这样一个中子强度为角度函数的实验里面，确实常常发现中子强度显示出巨大的变 
化，具有若干尖锐的干涉峰，在这些峰之间则几乎什么也没有一一如图 3-6( a ) 所示。然而， 
对于某几种晶体情况就不是这样的了。伴随着上面所说的干涉 峰一起 的还有散射到所有方 
向上的普遍的本底,我们必须试图去理解这个看上去似乎难以理解的原因。原来我们没有 
考虑中子的一个重要的性质。它具有1/2的自旋，因而它就有两个可能的状 态：不 是自旋 
“向上”（臂如说在图 3-5 中垂直于纸面)就是自旋“向下”。如果晶体中的原子核没有自旋， 
中子的自旋就没有任何效应。但是，如果晶体的原子核也具有自旋，稗如说自旋为1/2,你 
们就会观察到上面所讲的模糊的散射本底。这个现象的解释如下。 

如果中子的自旋在某一个方向上，并且原子核具有同样方向的自旋，在散射过程中不可 
能发生自旋方向的改变。如果中子和原子核具有相反的自旋，于是可能发生两种不同的散 
射过程，其中一个过程中的自旋方向 不变； 而在另一种过程中自旋的方向互相交换。这个自 
旋的总和不变的定则和经典定律中的角动量守恒定律相似。如果我们假定所有散射中子的 
原子核的自旋都按同一方向排列，我们就开始能够理解这一现象。与原子核具有相同自旋 
的中子受到散射时就得到预期的锐细的千涉分布曲线。对于自旋相反的中子，情况又怎样 
呢？如果它在散射时不发生自旋方向翻转，那么情况与上述结果没有什么两样,但是如果两者 
的自旋在散射过程中都翻了一个身，原则上我们就可发现,是在哪一个原子核上进行了散射。 



中子计数器 

图 3- S 中子在晶体上的敗射 
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因为这是唯一的自旋反转的原子核。既然我们可以说出是在哪一个原子核上发生了散射，其 
他的原子对此中子又有什么影响呢？当然没有，这一情况就和在单个原子上散射完全一样。 

为计入这种效应，式 (3. 12) 的数学表达式必须加以修正，因为在那样的分析过程中我们 
还没有对状态作完全的描述。让我们从下述条件 出发： 从中子源来的全部中子都具有向上 
的自旋，而晶体中的所有原子都具有向下的自旋。首先我们要求 的是： 到达计数器的中子的 
自旋都向上^晶体中所有原子核的自旋仍旧向下的振幅。这和我们以前的讨论没有不 
同。我们令〃为散射时自旋不翻转的振幅。那么，在第 i 个原子上散射的振 幅是： 

(C miL 晶体都向下丨晶体都向下> = <C | .> a <»' I S >. 

因为所有原子核的自旋仍旧向下，各个不同的原子核（不同的 i 值）无法区别。显然不可能 
说出是在哪一个原子上发生了散射。对于这样的过程，所有的振幅互相干涉。 

然而还有另外的情况，在这种情况下，从 S 出发的中子的自旋虽然都是向上的，但探测 
到有一个中子自旋却是向下的，在晶体中有—个原子核的自旋必定要改变成向上方向 一 
我们说这是第 A 个原子。我们又假定对于自旋厢转的每一个原子都具有相同的散射振幅， 
称为 b 。 (在实际的晶体中，存在着另一种可能性，就是相反方向的自旋会转移到另外某个 
原子上，但是让我们只讨论这种过程的概率非常小的晶体。）于是，散射振幅 就是： 

<C mr 原子核 A 向上 I Si 晶体都向下> = 〈C 丨 k)b(k I S>. (3.13) 

假如我们要计算发现中子自旋向下以及第♦个原子核自旋向上的概率，它等于这个振幅的 
绝对值的平方，就是|6|»乘上 |< CIOUIS 〉| 1 。 第二个因子几乎与第 i 个原子在晶体中的 
位 H 无关，并且在取这个绝对值的平方时，所有的相位都消失了。从晶体中任意的原子核上 
发生的自旋翻转的散射概 率是： 

I 6 1*2 I <CU><* I S> I*. 

4-1 

这就显示出图 3-6( b ) 那样的光滑的分布曲线。 

你们或许会争辩 :“我 不在乎哪个原子向上。"也许你不在乎，但是自然界是知道的。实际 
上的概率就是我们上面所得出的一没有任何干涉效应。另一方面，如果我们要求进入探测 
器内的中子自旋向上而所有原子的自旋仍旧向下的概率.那么我们要取下式的绝对值的 平方： 

2< C | «> a <« I S >. 

i-1 

因为求和号下面的各项都包含相位因子，它们要互相干涉，于是我们得到锐细的干涉图样。 
如果我们做实验时，不去观察被检测到的中子的自旋，那么两种情况都可能发生，两种概率 
就要相加。作为角度的函数的总概率(或计数率)看上去就像图 3-6( c ) 中的曲线那样。 

我们来回顾一下这个实验的物理意义。如果你们 原则 上 能够 区别各个不同的终态（即 
使你们不愿费心去区别它们），要求出总的最终的概率。先要算出各个状态的概率（不是振 
幅），然后把它们相加即得。如果你们甚至在原则上都不能区别各个终态，在值的平 
方以求出实际的概率之前，必须先对特别注意的 是:假 如仅仅用波动 
来描写中子的话，你们对向下自旋的中子和向上自旋的中子都会得到同样的散射分布。你 
们就要 说:“ 波”来自所有的原子并且相互干涉，就像具有同样波长的向上自旋的中子那样。 
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( a ) 对干旋为專的原子核： （ b ) 自旋翻转的敗射概 ( c > 对于自旋为1/2的原子核所观察得到的计数率 


但是我们知道实际情况并不是这样的。所以正如我们以前所讲过的，我们必须小心,不要对 
空间的波动賦予过多的实在性。它们对于某些问题是有用的，但不是对所有的问题都有用。 


§3-4 全同粒子 


下面我们要描述显示 M 子力学的一个美妙结论的实验。这个实验再一次涉及这样的物 
理过程，一件琪能以两种不能区别的方式发生，因此发生振幅的干涉—在这种情况下它总 
是正确的。我们将要讨论在比较低的能燉下，一个原子核在另一个原子核上的散射。我们 
先考虑 a 粒子（即你们所知道的，氦原子核）轰击，臂如说，氧原子。为使我们对这个反应的 
分析较为容易起见，我们在质心坐标系中进行观察.在这个坐标系中氧原子核和 a 粒子的速 
度在碰掩以前具有相反方向，在碰掩以后也具有完全相反的方向。参香图3-7(8)。（因为 
质《不同，速度的大小当然是不同的。）我们还要假定能 W 是守恒的，并且碰掩的能《足够 
低，既不发生粒子碎裂，也不会使粒子跃迁到激发态，两个粒子之所以彼此发生偏转，其原因 
当然是由于两者都带有正电荷，按照经典的说法，当它们靠近擦过时，存在蒋静电斥力。敗 
射以不同的概率在不同的角度发生。我们要讨论的是这种散射的角度依赖关系。（当然可 



A 


图 3-7 在质心系中观察 o 粒子在氧原子核上的散射 
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以按照经典物理学来计算这个关系，因为量子力学对这个问题的解答和经典的结果完全一 
样。这是量子力学中最意外的巧合之一，对于这一点很难理解，因为除了平方反比定律以外 
对其他力的情况就不是这样——所以它确实是一种巧合。） 

不同方向的散射概率可以用图 3-7( a ) 所示的实验来进行测量。在位置1的计数器可 
以设计成只检测 a 粒子,在位置2的计数器设计成只检测氧原子核——这第二个探测器仅 
仅用来作为核对。（在实验室系统中，探测器不会在相反的方向上,但在质心系中，它们在相 
反的方向 上。〉 我们的实验是测量在不同方向上的散射概率。令 蘭为 a 粒子散射到放在0 
角度上的掉测器中的 振幅； 那么，1/(扪 I 1 就是我们由实验测得的概率。 

我们还可设计另一个实验，其中所用的探测器既能对 a 粒子作出反应，也能对氧原子核 
作出反应。这样我们就可得到在不需要区别所计数的是哪一种粒子的情况下所发生的过 
程。当然，假如我们在0角的位置上接收到一个氧原子,在相反的位置角度为 (^-6 ) 上必 
然会接收到一个。粒子，如图 3-7( b ) 所示。所以，如果/(<?)是 a 粒子散射到0角的振幅，则 
/(71_们是氧原子散射到(?角的振幅’。于是,探测器在位置1接收到某种粒子的概率是: 

在 D , 中接收到某种粒子的概率=| /( ff ) | 2 +| fU - O ) I 2 . (3.14) 

注意，这两个状态原则上是可以区别的。即使在这个实验中我们不去区别这两种状态，但我 
们是能够区别它们的。按照以前的讨论,我们必须把概率相加而不是把振幅相加。 

多种粑核都是正确的—— a 粒子在氧原子核上的散射，在碳、铍、氢等 
等原子核上的散射。但是对于 a 粒子在 a 粒子上的散射，这个结果就不对了。对于两个粒 
子完全相同的情况，实验得出的数据与式 （3. 14) 所预言的不 一致。 例如在90°角的散射概 
率正好是上述理论所预言的两倍,并且问题不在于这些粒子是不是“氦”原子核。如果靶是 
He 3 , 而入射粒子是 a 粒子 （ He «) ，那么实验结果就和上述理论相符合了。只有当靶是 
He * ——其原子核和入射的 a 粒子全同时,粒子的散射以其独特的方式随角度变化。 

或许你们已能看出对这个现象的解释。使 a 粒子进入计数器有两种方 式：使 轰击的 a 
粒子以6角散射，或者使它散射到 U -0) 角度上。我们能不能够辨别进入计数器的粒子是 
轰击粒子还是靶粒子呢？回答是不能。在 a 粒子对 a 粒子的情况下，这是两个无法区别的 
粒子。这里我们必须把概率振_相加发生干涉，在计数器中找到 a 粒子的概率是两个振幅 
和的 平方： 


a 粒子进入 D , 的概率=丨 m + fU -0) r . (3. 15) 

这个结果和式 (3. 14) 完全不同。我们可取角度 tt /2 作为一个例子，因为这很容易计算。 
对于 0= n /2, 显然 /(« = fU -6), 所以式 （3. 15>的概率变为丨 /( H /2)+/( n /2) | J = 
4 I fU /2) | 2 0 

另一方面,如果它们不发生干涉，式 (3. 14) 的结果只给出 2 I / U /2) I 2 。 所以90°角的散 
射是我们所预料的两倍。当然,在其他角度结果也是不同的，于是，你们得到了一个不寻常 
的结 论:在 粒子是全同的情况下，出现了粒子是可以区别的情况下未曾发生过的某种新的情 


-一般地讲，散射方向当然应该用两个角度来描写， 极角# 以及方位角0。那么我们说氧原子核在 
( 0 . >s) 就是说粒子在 U—fl, #+>0。然而.对于库仑散射（以及对于其他许多情况），散射振幅不依赖于 
于是在方向得到一个氧原子核的振幅和在 U - 6 ) 方向得 到一个 a 粒子的振幅是相同的。 
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况。在数学描述中，必须把可选择的各种过程的振幅相加，在这种过程中，粒子只是简单地 
交换它们扮演的角色，并且存在着千涉。 

当我们用电子对电子散射，或者质子对质子散射进行同样类型的实验时,甚至会出现更 
为错综复杂的情况。此时以上两个结论都不正确！对于这些粒子，我们还必须引进一条新 
的法则 ，一 •个最为独特的法则，这个法则是这样的 ：当来 到某一点的电子的身份和另一个电 
子的身份互相交换时，在这种情况中新的振幅以相反的相位与旧的振幅相干涉。这确确实 
实是干涉,只是带有一个负号。就 a 粒子而言，当把 a 粒子交换进入计数器时，相干的振幅 
以正号相干涉。就电子而言，交换干涉的相干振幅以负号相干涉。除了下面将要谈到的另 
— 细节外,在与 

电子到达以的概率=丨 /(<?) 一 — (3.16) 


对上面的陈述还必须加以限制，因为我们还没有考虑到电子的自旋 ( a 粒子没有自旋）。 
可以认为，电子的自旋相对于散射平面来说，不是“向上”就是“向下”。如果实验的能摄足够 
低，由于电荷运动所产生的磁力很小，因而自旋不受到影响。我们假定现在分析的就是这种 
情况，所以在碰撞的时候，自旋方向不会改变。不管电子具有什么方向的自旋，它总是不变 
的。你们可以看到，这里有几种可能性。轰击粒子和靶粒子的自旋都向上，或者都向下，或 
者它们的自旋方向相反。假定两者的自旋都向上，如图 3-8 所示（或者假定它们的自旋都向 
下）。反冲粒子的自旋情况也同样，而且这个过程的振幅等于图 3-8( a ) 和 （ b ) 所表示的两种 
可能过程的振幅之養。于是在 D , 中探测到电子的} ^由式 (3.16) 给出。 




图 3-8 电子对电子的散射。如果来到的这两个电子具有互相平行的自旋，过程 U ) 和 （ b ) 是不能区别的 


如果“轰击”粒子的自旋向上而“靶”粒子的自旋向下，进入计数器1的电子自旋可以向 
上也可以向下。通过对电子自旋的测量,我们就能够说出这个电子是来自轰击粒子束还是 
来自靶粒子了。这两种可能性表示在图 3-9 的 ( a ) 和 ( b ) 中，原则上它们是可以区别的，因而 
互不干涉——只不过是两者的概率相加。如果原来的自旋方向都反了过来——就是说，左 
边的自旋向下而右边的自旋向上一同样的论证仍然成立。 



8 B 3-9 自旋反平行的两个电子的敗射 


现在如果我们随意选取电子一一例如由钨丝发射的电子是完全非极化的——那么发射 
的任一特定电子的自旋向上还是向下的机会是50对50。如果我们在实验中不去测在任 
何地点电子的自旋，这就是所谓的非极化的实验。这个实验的结果最好用这样的方法来计 
兑： 把所有的各种可能性都排列成表,就像我们在表 3-1 中所做的那样，对各个可以区别的 
不同悄况分别求出它们的概率。总的概率就等于所有各个概率的和。注意，对于非极化粒 
子束，0 = tt /2 的结果是对互不依赖的粒子按经典理论求出的结果的一半。全同粒子的行 
为具有许多有趣的结论，我们将在下一章更为详细地讨论它们。 

表 3-1 非极化的自旋为1/2的粒子 的敵射 





第 4 章全同粒子 

§4-1 玻色子和费米子 


在上一章里，我们开始考虑发生在两个全同粒子相互作用的过程中振幅干涉的特殊法 
则。所谓全同粒子是指像电子那样的无法区别开来的粒子。如果在某一个过程 
中包含两粒子，将到达计数器的粒子与另一粒子互相调换一下，这样调换后的状态 
与原来的状态是不能区别的，而且一像所有其他不能区别的情况一样——调换后的状态 
与原来的状态相干涉。于是事件的振幅就是两个相干振幅之和，但是，令人感到有趣的是，在 
某些情况下两个振幅以栢同的相位相干涉，而在另一些情况下，振幅以相反的相位相干涉。 

假设两个粒子^和6相互碰揸，其中 a 敗射到方向1而 A 敗射到方向2,如图 4-1U) 所 
示。令 /( 幻为这一过程的振幅，于是，观察到这个琪件的概率 R 正比于|/(<?)|、当然也 
可能发生另一种过程，即粒子6敗射到计数器1中而粒子<«进入计数器2中，如图 4-l(b) 所 
示。假设不存在由自旋之类所定义的特殊方向，这一过程的概率就是丨 fU-O) 卜，因为这 
正好等于在第一过程中把计数器1移到角处。你们也许会想到，第二个过程的振幅正 
巧等于 /U —幻。但它并不一定是这样，因为还可以有一个任意的相位因子。这就是说振幅 
可以是 


eV(K-ff). 



*4-1 在两个全同粒子的敗射过程中， （ a ) 和 （ b ) 两个过程不能区别 

这个振幅仍旧给出 概率^ 等于丨 /U —扪I 1 。 

现在让我们来看一看，如果 a 和6是全同粒子的话，将会出现些什么情况。这时我们就 
不能区别图 4 -1 中的两个图所表示的不同过程。对于@<2还是6进入计数器1而同时另 
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—个进入计数器2的情形，有一个振幅。这个过程的振幅是图 4-1 所示的两个过程的振幅 
之和。假使我们把第一个过程的振幅叫做 ne )， 那么第二个就是 //u —幻。现在，相位因 
子就很重要了，因为我们要把两个振幅相加。假设当我们把这两个粒子的角色交换时，我们 
必须在振幅上乘以某个相位因子，如果我们把这两个粒子再交换一次，我们应该再次乘以同 
样的因子。可是这样一来，我们又回到了第一过程。相位因子应用两次必然回到原来的状 
态一相位因子的平方必定等于1。这只存在着两种可能 性:# 等于+ 1或者等于一 1。两 
个粒子交换前后的振幅要么是有相同的符号，要么具有相反的符号。这两种情况在自然界 
中都存在，它们分别对应于不同种类的粒子。以正号相干涉的粒子称为玻色子，以负号相干 
涉的粒子称为 费米子 。光子、介子和引力子都是玻色子，电子、 M 子、中微子、核子和重子都 
是费米子。于得到全同粒子的散射振 幅是： 

玻 色子 : 

(直接的振幅 ）+ ( 交换后的振 幅）， (4.1) 

费 米子： 

(直接的振幅）一（交换后的振 幅). (4.2) 


对于具有自旋的粒子——如电子一还有一个另外的复杂情况.我们不仅要详细说明 
粒子的位 S. 还要说明它们自旋的方向。只对于是有相同自旋状态的全同粒子相互交换时 
振幅才相互干涉。如果考虑非极化射束——这是不同自旋状态的混合物一的敗射，还有 
某些特别的计餌。 

当两个或更多的粒子紧紧地束缚在一起的时候，将出现一个有趣的问题。例如，一个£< 
粒子里面有4个粒子——两个中子和两个质子。当两个 a 粒子相互散射时，有几种可能性。 
在散射过程中，可能有一个中子从一个 a 粒子眺到另一个 a 粒子中的一定振幅，同时在另一 
个 a 粒子中有一个中子跳过来和它交换位 S, 于是敗射以后的 a 粒子已经不是原来的粒子 
了一已经交换了一对中子。见图4-2。交换一对中子的敗射振幅和没有这种交换的散射 
振幅相干涉，由于这里有一对费米子相互交换.干涉必定具有负号。另一方面，如果两个 a 
粒子的相对能是如此之低，使得它们保持相当的距离——臂如说由于库仑斥力一那么 



图 4 _2两个 a 粒子的敗射。在 ( a ) 中.两个 a 粒子保持原来的样子不 变:在 ( b ) 中，碰撞时互相交换一个中子 
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就不可能有交换任何内部粒子的概率。于是我们可以把 a 粒子当作结构单一的客体而不必 
去考虑它的内部细节。在这种情形下，只有两种情况对散射振幅有所贡献.在散射过程中要 
么没有粒子交换，要么4个粒子都交换。因为 a 粒子中的质子和中子都是费米子，任意一对 
粒子的交换都要改变散射振幅的符号。只要在 a 粒子之间没有内部粒子的交换，交换两个 
a 粒子和交换4对费米子是同样的。对于每一对费米子的交换都要改变符号，其结果是振 
幅以正号相组合。 a 粒子的行为像玻色子。 

因此，关于复合粒子的法则是这样的，在复合粒子可以看成单个粒子的情况下，复合粒 
子的行为像费米子还是像玻色子取决于它们包含的是奇数个费米子还是偶数个费米子。 

所有我们提到过的基本费米子一例如电子、质子以及中子等等一具有自旋= 
1/2。如果将几个这样的费米子放在一起组成一个复合粒子，总的自旋不是整数就是半整 
数。例如，氦的普通同位索 He 1 , 它的原子核包含两个中子和两个质子，其自旋为零。而 Li 7 
的原子核有3个质子和4个中子，具有3/2的自旋。我们以后要学习角动量的合成规则，而 
现在只提一下，每一个具有 半骜敢 自庳的复合粒子就像一个费米子.而每一个具有整数自旋 
的复合粒子就像一个埤色子。 

这就提出了一个有趣的问题 ：为什 么具有半整数自旋的粒子是费米子，它们的振幅要以 
负号 相加； 而具有整数自旋的粒子是玻色子.它们的振幅以正号相加？很抱歉，对于这个问 
题我们不能给出一个简单的解释，泡利曾从 M 子场论和相对论的复杂的论证中作出过一个 
解释，他指出，置子场论和相对论必须一起应用。但是我们无法在初等的水平上找到一种方 
法来 ffiM 他的论证。看来这是物理学中不多的情形之一，在这些情形中具有能非常简明表 
述的法则，但是没有人能为它找到简单而又容易的解释。这种解释要深入到相对论量子力 
学中。这可能意味着我们还没有完全理解其中所包含的基本原理。目前，你们只好把它当 
作自然界的一个法则接受下来。 

§4-2 两个玻色子的状态 

现在我们来讨论关于玻色子相加法则的一个有趣的结果。这和有几个粒子出现时的行 
为有关。我们先考虑两个玻色子从另外两个粒子上散 
射的情形。我们不去关心散射机构的细节，我们只对被 
敗射粒子发生些什么变化感兴趣。假设情况如图 4-3 所 
示。 粒子 a 被散射到状态 1。 所谓状态系指一定的运动 
方向和能量.或者别的某种给定的条件。 粒子6被散射 
到状态2。我们假设这两个状态1和2几乎相同。（事 
实上我们所要求的是两个粒子被散射到相同的方向或 
状态的振幅;但是最好我们先考虑一下如果两个状态几 
乎相同时会发生些什么，然后再解决当两个状态变为完 
全相同时，会发生些什么。） 

假定我们只有粒子 a, 它具有一定的振幅被散射到 
方向1,写成 <1U>。 而粒子6单独存在时，它被散射到 
方向2具有振幅〈2|6>。如果两个粒子不相同，两次散射 图 4-3 —对粒子被散射到靠近的终态 
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同时发生的振幅就是乘积 
于是发生这一事件的概率为 
它也等于 


Ola)<2|6>. 

1<1|«><2|6>| 2 , 


|<l| a >n< 2 | 6 >| , . 

在目前的论证中，为了使书写方便，有时我们令 

<1 I a> = ai , {2 \ b) = b t . 


于是，双散射的概率是 


1*16:1:. 


也可能发生这样的 情况: 粒子/>敗射到方向1,而粒子 <2散射到方向2。这一过程的振幅是 


<2| a ><l|6>. 


这个事件的概率是 

I <2 I a><l I b) 1*=!^ I 1 |6, |*. 

现在，设想我们有一对小型计数器.可以用它们来检测这两个被散射的粒子。它们同时 
检测到两个粒子的概率 P 2 为 


P t =| a , r \br |« |6, I 1 . (4.3) 

现在让我们假设方向 1 和 2 非常靠近，我们期望^应随着方向连续地变化，所以当 1 和 
2互相靠近时, a, 和〜也必定彼此趋近。当方向1和2足够接近时，振幅 a , 和^将相等。 
我们可以令 a, =a 2 . 并把它们都称为 a, 同样令6, = 6: = 6。于是我们得到 


P: = 2U| l |6|:. 


(4.4) 


现在假设 a 和6是全同的玻色子。那么, a 进入1而6进入2的过程和相互交换后^进 
入2而6进入1的过程不能区别。假使这样，这两个不同过程的_相互干涉。两个计数 
器各俘获一个粒子的显振幅是 

(1 | a><2 U> + <2 | a><l | b). (4.5) 

在计数器中得到一对粒子的概率就是这个振幅绝对值的平方， 

Pi = I a\b 2 + a, 6, I 1 = 4 | a |* | A I*. (4. 6) 


我们得到这样的结果 ：两个 全同玻色子被散射到同一状态的概率是假设两个粒子不相同时 
所计算出的概率的两倍。 

虽然我们刚才考虑两个粒子在不同的计数器中被观察到，我们在下面就会知道,这并不 
是实质性的。我们设想沿1和2两个方向的粒子都进入放在某一距离处的一个单独的小型 
计数器中。我们定义方向丨为正对着计数器上面积元 dS, 的方向，方向2正对着计数器的 
面积元 dS z 。 （我们设想计数器有一和散射线垂直的面。）现在我们不可能给出粒子将进入 
某一精确方向或到达空间某一 待定点 的槪率。这种事是办不到的——进入任一精确方向的 
机会为零。如果我们希望说得非常具体的话，我们必须这样定义我们的振幅,它给出到达计 



第 4 章全同粒子 | 41 


数器上单位面积的概率。假定我们只有粒子 a , 它具有被散射到方向1的某个振幅。我们 
定义 < l | a )= a , 是 a 被散射到在方向1的计数器 单位面积 上的振幅。换言之, a , 的标度已 
选定了——我们说它已被“归一化”，于是粒子 a 被^ 积元 dS , 上的概率是 

| <1 | a > | l dS , =| a , | ! dS ,. (4.7) 

如果我们的计数器的总面积是 AS , 我们使 dS , 遍及这个面积的范围.粒子 a 被散射到计数 
器中的总概 率是： 

[I a , | 2 dS ,. (4.8) 

• J AS 

和以前一样，我们假设计数器足够小，以致振幅 a , 在计数器的整个面上没有显箸的变化， 
那么 a , 是一个常数振幅.我们可称它为 a 。 于是粒子 a 被散射到计数器中某处的概率是 

P . = \ a |* AS . (4. 9) 

用同样的方法，我们得到粒子6——单独存在时——被敗射到某一面积元 dS 2 的概率是 

IM*dS:. 

(我们用 dS : 代替 dS ,, 因为下面我们要使《«和6进入不同的方向。）我们 再使匕 等于常数振 
幅6,于是粒子6在探测器中被计数的概 率是： 

p b =\b I ^ S . (4. 10) 

现在当两个粒子同时存在时, a 被敗射到 dS , 而6被敗射到 dS : 的概率是 

| a , b t |* dS , dS , = | a I : I 6 | J dS , dS t . (4. 11) 

如果我们要求的是 a . 和 .6 两者郵 进入计数器的概率,我们将 dS , 和 dS z 都在 AS 上积分，得到 
P 1 =\ a\ t \b riASy . (4.12) 

附带提一下，我们注意到它正好等于 A • P ,, 正如你们假定粒子 u 和6互相独立地行动那样。 

然而，如果两个粒子是全同的，对于每一对面积元 dS , 和 dS : 就有两个不能区别的概 
率。粒子进入 dS , 而粒子6进入 dS : 和粒子 a 进入 dS : 而粒子6进入 dS , 是不能区别 
的，所以这两个过程的概率将相互干涉。(在上面当我们有两个不同的粒子时——虽然事实 
上我们 并不在乎到底哪—个粒子跑到计数器的哪 —部分 一原则上我们能够找出哪个粒子 
i 入哪里，所以不存在干涉。而对于全同粒子，即使在原则上 i ?] 也不可能断定。）于是，我 
们必须把两个全同粒子到达 dS , 和 dS , 的概率写成 

| a ^ bt + azb , TdS . dSz ， (4. 13) 

然而,现在我们对计数器的面积求积分时，我们必须 小心。 如果令 dS , 和必都遍及整个面积 
AS , 我们就把面积上每一部分都计算了两次,因为式 (4.13) 包括了任何一对面积元 dS , 和 dS ^ 


• 在式 (4. 11>中，交换 dS ■和 必就得到另一个不同的事件.所以两个面积元都必须遍及计数器的整个 
面积。在式 (4.13) 中,我们把 dS , 和成对地处理.并且包括了可能发生的所有悄况。如采积分又包含 
dS , 和 dS 交换后所发生的情况，各种情况就计算了两次。 
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可能会遇到的所有情况。如果我们把结果除以2来改正双重计算,我们仍然可以求这个积分。 
于是，对于全同玻色子，我们得到 . 

朽（玻色 > = f |4 UI J | 6| , ( AS ) , | = 2 Ur |6|*( AS ) Z . (4.14) 

这正好又等于式 (4. 12) 的两倍，该式是我们对可以区别的粒子求得的。 

如果我们设想一下,我们知道通道6已经将其粒子送入某一特定方向，我们可以说第二个 
粒子进入同一方向的概率等于我们把它当作独立事件计算时所预期的结果的两倍。玻色子具 
有这样的特性 :如果 已有一个粒子处于某一状态，在这同一状态中出现第二个粒子的概率等于 
第一个粒子不在这个状态时的两倍。这个事实常常用下面的方式来表达 :如果 已有一个玻色 
子处于一给定的状态中，再将另一全同玻色子放进这同一状态的振幅等于第一个粒子不在该 
状态时的 V ?倍。（从我们所采用的物理的观点来看，这并不是表达这个结果的适当方式，但是 
如果始终将它当作一个法则来使用，它肯定会给出正确的结果。） 

§4-3 n 个玻色子的状态 

我们把上一节的结果推广到具有 n 个粒子的情况。设想图 4-4 所示的情况。我们有 n 个 
粒子 a . b . c , …它们分别被敗射至1, 2, 3,…， n 等各个方向上。所有这》个方向都 正对着 

放在远处的一个小计数器。和上一节一样，我们把 
所有的振幅都归一化，各个粒子单独行动时进入计 
数器上面积元 dS 的槪 率是： 

l < > l J dS . 

让我们先假设这些粒子都是可以区别的,于是， 
n 个粒子在 n 个不同的面积元上都一起被计数的概 
率是： 

U & tV . PdSidSrdS〆 .. （4.15) 

我们再假设振幅不依赖于 dS 在计数器(假设它 
很小)上的位 S , 并把这些振幅称为 a , 6, C , …。概 
率式 (4. 15) 变成： 

图 4-4 "个粒子被散射到靠近的终态 UPlftrlcI 1 … dS , dS 2 dSa ... (4.16) 

将各个 dS 分别在计数器的表面 AS 上求积分，我们得到同时对个不同粒子计数的概率 
(不同）为 

(不 同〉 =1 a | 1 | 6 I * I c r -( AS )'. (4. 17) 

这正好等于各个粒子分别进入计数器的概率的乘积。它们各自独立地行动一某一粒子进入 
计数器的概率与另外还有多少其他粒子也进入计数器无关。 

现在假设所有的粒子都是全同的玻色子。对于毎一组方向：1, 2, 3,…有许多不可分辨 
的可能性。例如，当只有3个粒子时，我们有下列几种可 能性： 
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a-^l a-^l 

6—2 6—3 

c~^3 c-^2 

a-^2 a-*-3 

b ~*3 6—1 

c —1 c -^2 

共有 6 种不同的组合。 n 个粒子就有 n ! 种不同的、但是不可分辨的可能性，因此我们必须把它 
们的振幅相加。于是,《个粒子在《个面积元上计数的槪率就是 

I a,6jc,— +fli*3C 2 …- ha 2 6,ci ― 

+ a 2 ftjci …+ …+ … l^dSidSjdSfdS.. (4.18) 

我们再次假设所有的方向很靠近，因而我们可以设叫 = ai = 〜= a , = a ，对于 6, c , …也如 
此，式 (4. 18) 表示的概率则 成为： 

I n!a6t ■… ^dSidSzdSj-'-dS.. (4. 19) 

当我们把各个 dS 对计数器的面积 AS 求积分时，每个可能的面积元的乘积都计算了 n! 
次,对此我们除以《!来加以修正，于是得到 

P. (玻色 ） =+ 丨 n!a6c … | l (AS>_ 



6—2 

1 


或 


(玻色）=»! I abc- |*(AS)_. 


(4. 20) 


把这个结果和式 (4. 17) 比较，我们看到，对个玻色子一起计数的概率比假设这些粒子都是可 
以分辨的情况下所算出的概率大 n! 倍。我们可以把以上结果概括为 

P. (玻色 ）= ”! P. (不同). (4.21) 

于是，玻色子情况的概率比假设粒子都独立行动所算出的概率大 n! 倍。 

下面的问题可使我们更好地看出上述结果的 意义: 一个玻色子进入 已有 n 个其他 玻色子 
存在的某个特殊状态的概率是什么？我们把这个新加入的粒子叫做我们共 


有 （n + 1) 个粒子，式 (4. 20) 变成 

/^,(玻色）=(” + 1)! (4. 22) 

此式可以写成 

(玻色 ） = l(7« + l) I w | J AS|n! | abc … 「AS 1 

或 丨（玻色> =(»+1) I u^ASP, (玻 色). (4. 23) 

我们可以下列方式来看待这个结果。 Iwl 2 AS 是当没有其他粒子存在时，粒子 W 进入探 
测器的概率,(玻色)是已经有了另外 n 个玻色子存在时的概率。所以式 (4. 23) 表明，当已经 
g 另外的/!个全同玻色子存在于某一状态中时，在这同一个状态中再增加一个玻色子的概率 
^了（《 + 1)倍。由于其他粒子的存在,使得再加入一个粒子的^6^^77 
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§4-4 光子的发射和吸收 

在上面的整个讨论中，我们所谈的都是像 a 粒子散射这一类的过程。但这并不是本质问 
题。我们可以谈论粒子的产生，例如光的发射。发射光时，光子“产生”了。在这样的情况中， 
我们不需要图 4-4 中的入射线。我们只要考虑有一些原子发射 n 个光 
子，如图 4-5 所示。于是，我们的结果也可以表述为 :如果 在某一特定的 
状态中已经有了 n 个光子，原子再发射一个光子到这个特定状态中的概 

这个结果概 括为： 当已有 n 个光子存在时，再发射一 
个光子的振幅增大了 倍。 当然，这只是同一事情的另一种说法而 
已，因为平方就是概率。 

从任何一个状态#转变到另一个状态；!：的振幅就是从状态；<：变为状 
态多的振幅的共轭 复数： 

<xl^> = <^lx>-. (4.24) 

这在置子力学中是普遍正确的。不久我们将学习这个定律，但目前我们 
就假定它是正确的。我们可以用它来弄清楚光子是怎样从一个给定的状态被散射或吸收的。 
—个光子加入某一个已经有 n 个光子存在于其中的状态(鬌如说 i ) 的振幅是 

(n+1 | n) =-/n+ la, (4. 25) 

其中 a= <i| a> 是没有其他粒子存在时的振幅。应用式 (4. 24), 过程反方向进行一从 
( n +1) 个光子变为《个光子一的振幅是 

(n | n+1) = vV+Ta'. (4.26) 

这不是通常所用的叙述方式。人们 不宫欢 考虑从 U +1) 到《这样的过程，而总 g 欢从 
存在》个粒子的状态开始。于是，他们 说：当 有》个光子存在时，从其中吸收掉一个光子的 
振幅-换言之，从 n 到 n — 1-是 

〈” 一 1 | n) = -Jna '. (4. 27) 

当然这和式 (4_ 26) 完全一样。但这样却有要努力记住何时用^或用 V ^ TTI 的麻烦。这里 
有一个记忆的方法, a 前面的因子总是出现的最大光子数的平方根，不论此数出现在反应 
前，还是反应后，式 (4. 25) 和 (4. 26) 表明这个定律实际上是对称的——只有当你们把它写成 
式 (4. 27) 的形式，看上去才不对称。 

从这些新的法则可以推导出许多物理的 结论; 我们说一下其中一个与光的发射有关的 
结论。假如我们设想这样一种情况，光子被包围在一个盒子里面一你们可以想象一个用 
反射镜做墙的盒子。现在假定在这个盒子中有 n 个光子，它们都处于同样的状态一同样 
的频率、同样的传播方向和偏振一所以它们是不可分辨的。此外在盒子中还有一个原子， 
它可把另一个光子发射到这同一状态中。这个原子发射光子的概率是 


从％ 

图 4-5 处于接近 
状态中的 n 个光 
子的产生 



它吸收一个光子的概率是 


(”+ 1> U | 1 ， 
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(4. 28) 


(4. 29) 


其中 UI 2 是原来没有光子存在时，这个原子发射一个光子的概率。我们已经在第1卷第42 
章中以稍许不同的方式讨论过这些 法则。 式 (4. 29) 说明原子吸收一个光子并跃迁到较高的 
能量状态的概率正比于照射到这个原子上的光的强度。但是，正如爱因斯坦首先指出的，原 
子向下跃迁到较低能量状态的概率包含两个部分，这个概率等于自发跃迁的概率 Id 2 加上 
感应跃迁的概率,后者正比于光的强度——即正比于出现的光子数目，即 nM 2 。 此外，正 
如爱因斯坦所说的，吸收系数和感应发射系数相等并与自发发射的概率有关。我们这里所 
学到的是 ：如果 用出现的光子的数目（用它来代替每单位时间通过每单位面积的能量）来 tt 
度光的强度，吸收、感应发射以及自发发射的系数都相等。这就是第1卷第42章式(42.18〉 
中的爱因斯坦系数 A 和 B 之间关系的实质。 


§4-5 黑体光谱 


我们要应用关于玻色子的法则再来讨论黑体辐射的光谱（见第1卷第42 $)。我们要 
找出在一个盒子内部，辐射与某些原子处于热平衡状态时，该盒子里面有多少光子。假设对 
于光的毎一种频率存在着某一数 a n 的原子，这些原子具有两个能 m 状态，其能 m 间隔 
为 △£= Aok 参见图4-6。我们把较低的能8状态叫做“基”态，较高能揪的状态叫做••激 
发"态。令 n , 和 N , 分别是基态和激发态上的原子平均数，那么，当这些原子处于温度为 r 
的热平衡状态时，由统计力学，我们有 



基态 基态 

(») (b) 

图 4-6 頻率为 o •的 光子的辐射和吸收 


处于基态的每一个原子都可以吸 收一个 光子并跃迁到激发态，激发态的每一个原子都 
可以发射一个光子并跃迁到基态。平衡状态下，这两个过程的速率必定相等。这速率正比 
于事件的概率和其中原子的数目，设5是处于频率为 o ; 的状态中的光子的平均数。那么，从 
该状态中吸收的吸收率是光子发射到这个状态中的发射率是 NAn + l ) |a I 1 。令 
这两个速率相等，我们就有 


N,n = N,(.n + l). 


( 4 . 31 ) 
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把此式和式 (4. 30) 结合起来，我们得到 


解出1得到 



(4.32) 


这是在热平衡的空腔中，处于频率为的状态中光子平均数。因为每一个光子具有能量 
hw ，在这个状态中光子的总能量是 只九出，或 



(4. 33) 


附带提一下，此式和另外一章中的一个式子[第1卷第41章式 (41. 15)] 相同。你们还 
记得,对于任何一种谐振子一例如弹篑上的重物——量子力学能级是以相等的间距 / io ； 

均匀地分布的，如图 4-7 所示。如果我们令第 n 个能级 
的能量为 Mco , 我们发现,这样的振子的平均能置也由 

- ^ 式 (4. 33) 表示。然而这个方程在这里是通过计算粒子 

_ ih0) 数对光子导出的，它也得出同样的结果，这是屋子力学 

不可思议的奇迹之一。如果我们从考虑没有相互作用 

- ^ 的玻色子的某种状态或条件开始（我们曾经假设光子 

_ 2fla) 彼此之间是没有相互作用的），然后设想在这个状态中 

01 可以放入或者零个、或者一个、或者两个……直到任意 

- \fUo 数目 n 个粒子。人们发现，这个系统所有置子力学意 

义上的行为与谐振子完全一样。所谓谐振子是指一种 
** ° 动力学系统，臂如像弹簧上的重物或者共振腔里的驻 

*4-7 谐振子的能级 波。这就是为什么可以用光子来描绘电磁场的理由。 

从某种观点来看，我们可以用大 ft 的谐振子这一思想 
来分析盒子或空腔中的电磁场。根据置子力学把每一种振动模式当作一种谐振子。从另一 
种观点来看,我们可以对同样的物理过程，按照全同玻色子的概念来进行分析。两种方式所 
得出的结果总是完全一致。你们无法决定电磁场实际上应当用量子化的谐振子来描写还是 
用在各个状态中的光子数来说明，可以证明这两种观点在数学上是完全相同的。所以今后 
我们可以说盒子里处于某一特定状态的光子数目，也可以说和电磁场某一特定振动模式相 
联系的能级的数目。它们是描述同一事物的两种不同的方式。对于自由空间中的光子，这 
也同样正确,它们相当于器壁移至无穷远处的空腔中的振动。 

我们已算出在温度为 T 的盒子里任一特定的模式的平均能量。为得到黑体辐射定 
律，我们只需再知道一件事，即需要知道在每一种能量状态有多少模式。（我们假设，对 
于每一种模式，在盒子里——或者在器壁上——都有一些原子，它们具有可能辐射到这个 
模式的能级，从而毎一模式都能达到热平衡。）黑体辐射定律的表达通常是 给出： 在单位 
体积内，在微小的频率间隔 W 到 M 中的光所携带的能置。所以我们需要知道盒子内 
部，在频率间隔 ^中有 多少个模式。虽然这个问题在量子力学中经常出现，但它纯粹是 
—个关于驻波的经典问题。 
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我们只对矩形盒子求解。对于任意形状的盒 
子，结果都是相同的。但是对于任意情况，计算非常 
复杂。而且我们只对线度比光的波长大得多的盒子 
有兴趣。这样就有亿万个模式。在任意小的频率间 
隔 Ao * 内也有许多模式。所以我们可以讨论频率出 
处,任何频率间隔 M 中的“平均数”。首先我们讨论 
在一维情况一就像在一条紧绷着的绳子上的 
波一中有多少个模式。你们都知道，每一种模式 
就是一个正弦波，在两个端点处必须趋于零。换言 
之，整个线的长度必须为整数个半波长，如图 4-8 所 
示。我们喜欢用波数 j = 2 itA 。 令怂为第> 个模式 
的波数，我 们有： 

k , =皁, (4. 34) 

其中） 是任意整数。相邻的模式的波数间隔汾是 

Sk = k m — k, = 

我们假设如此之大，从而在很小的间隔 M 内就有许多模式。令为间隔 M 内模式 
的数目，我 们有： 

A >= ^ = —Ak. (4. 35) 

OK 7T 

现在，在量子力学方面工作的理论物理学家常常喜欢用只有这个数目一半的模式数来 
表示。他们写作 

£^= ^ CJt . (4.36) 

我们来解释一下这是为什么，他们通常葚欢用行波的概念来思考一某些波向右行进（具有 
正的*〉，某些波向左行进（具有负的*)。但是，所谓“模式"是对于驻眩而言的。驻波是两列 

波之和，两列波各自在相反方向上行进。换言之，他 
们认为每一驻波包含了两个不同的光子“态”。如果 
人们 g 欢用来表示给定々（现在丨的范围包括从 
正的到负的数值）的光子态的数目，那么应该取式 
(4.35) A > 的一半大小。（现在所有的积分必须从 
k =一~积到*= + °°,从而对于任何 给定々 的绝对 
值算出的状态总数仍然完全正确。）当然，这样并没 
有很好地描写驻波，但是我们用前后一贯的方法来 
计算振动模式^ 

现在我们要把结果推广到三维情况。矩形盒子 
里的驻波必须沿着每一个轴都有整数个半波长。图 



21 



田 4-8 —条线上驻波的模式 


圏 4-9 二维的驻波模式 
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4-9 所示是其中的二维情况。每个波的方向和频率都用一个波矢*来表示。波矢的 x , ：y 
和2方向的分量必定满足类似于式 (4. 34) 那样的方程。所以我们得到 




和前面一样，具有 t 值在间隔 At 内的模式数为 


k 


CJt ,. 


对于的情况也是一样。令 A ^ t ) 为波矢 t 的模式的数目，波矢 * 的 x 分 a 在虼 
和 t + M , 之间，它的; y 分量在 I 和 l + M , 之间，它的 r 分量在和 h +从，之间。 
那么 


AX *) =辕 (4.37) 

乘积 L , L , L . 等于盒子的体积。于是我们得到一个极其重要的 结果： 对于高的频率（波长比 
盒子的线度小得多），空腔中模式的数目正比于盒子的体积 V 和空间中的体积” 
这个结果在许多问題中反复地出现，应该将它 记住： 

dMk ) = ^(0 T - (4.38) 

虽然我们还没有证明过,但这个结果不依赖于盒子的形状。 

我们现在应用这个结果来求光子的频率范围内的光子模式的数目。我们有兴趣的 
只是各个模式中的能量——对波的方向不感兴趣，我们想要知道在给定频率范围内模式的 
数目。真空中*的大小和频率的关系是 

\ k \= f . (4.39) 

« 

所以在频率间隔&内，与波矢 * 相对应的模式就是与大小在4到 A + M 之间的全部模式， 
它们与方向无关。在丨到 i + M 之间的空间体积”是 一球壳 ，其体积为 

ink 2 ^k. 


于是模式的数目为 


A^Kcu) = 


V4nk z Ak 
(2tt) 3 . 


然而，由于我们现在感兴趣的是频率，我们应将々=代入上式，于是得到 


AjV(a>) = 


V 47 ra > 2 Aoi 
(2 w ) 3 c 3 - 


(4.40) 


(4.41) 
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这里还有一个复杂的情况。如果我们讨论的是电磁波的模式,对于任一波矢 t 可以有 
两个（互相正交的）偏振。因为这些模式是互相独立的，我们必须一对于光一把模式的 
数目加倍。所以我们得到 

对于光). (4.42) 

我们曾经指出，式 (4. 33) 每一模式(或每一“状态”）的平均能量是 


- 一 nu) 
n naj 一 e w*r _ r 

将此式乘以模式的数目，我们就得到在区 间&内 
这些模式的总能量 AE : 

(4-43) 

这就是关于黑体辐射频谱的定律，我们在第1卷第41 
章中已经得到过这一定律。其频率谱画在图 4-10 
中。你们现在看到，这个答案取决于光子是玻色子 
这一事实，它们具有使所有的粒子都进入同一状态 
的倾向（因为这样做振幅大）。你们要记住，是普朗 
克对黑体辐射光谱的研究(从经典物理学看来，这是 



*4-10 处于热平衡的空腔中 
辐射的颏进，"黑体”光进 


很神秘的问题），以及他对式 (4. 43) 的发现开创了《子力学整个学科。 

§4-6 液 氦 


液氦在低温下有许多奇特的性质，遗憾的是我们现在不可能花时间来详细叙述,但它的 
许多性质起源于氦原子是玻色子这个串实。其中一个性质是，液氦在流动时没有任何黏性 
阻力。实际上，这就是我们在以前有一章中所讲的理想“干”水一假如速度足够低的话。 
其原因 如下： 为使液体具有黏性,就必定有内能 损失； 必须有某种方法使一部分液体具有与 
其余部分不同的运动。这就意味着必须有可能把某些原子撞击到不同 于另一 些原子所占据 
的状态中去。但是在足够低的温度下，当热运动变得非常小时，所有的原子都企图进入同样 
的状态中。于是，只要有一部分原子在向前运动,所有的原子都要以同样的方式一起运动。 
这种运动具有一种刚性，并且很难使它像在互相独立的粒子中所发生的那样分裂为不规则 
的湍流。所以在玻色子组成的液体中，所有原子有极强的进入同样状态的倾向——这个倾 
向可以用我们以前求得的因子>^1^来表征。（对于一瓶液氦来说, n 当然是一个非常大 
的数字！）在高温下，这种合作运动不出现,因为这时有足够的热能使不同的原子进入不同的 
高能态。但是在足够低的温度下，突然在某一瞬间所有的氦原子都试图进入同一状态中。 
氦就成为超流体。顺便提一下,这个现象只出现在原子量为4的氦同位素中。对于原子量 
为3的氦同位素，各个原子都是费米子，其液体是正常的液体。由于超流动性只发生于 
He * ，这显然是一种量子力学的效应一由于 a 粒子的玻色子性质。 



50 I 费恩曼物理 学讲义 （第 3 卷 > 

§4-7 不相容原理 

费米子的行为完全不同。我们来看一下，如果试图把两个费米子放到同一状态中将会 
发生些什么。我们回到原先的例子，求两个全同费米子被散射到几乎完全相同的方向上的 
振幅。粒子 a 进入方向1而粒子6进入方向2的振幅是 

两个粒子出射方向互相交换的振幅是 

<2| a >< l |6>. 

因为我们讨论的是费米子，这个过程的振幅等于这两个振幅 之差： 

<1 | a ><2 | 6>-<2 | a><l \ b). (4.44) 

我们所说的“方向 r 不仅表示粒子的某一个运动方向，还表示其确定的自旋方向。“方向2” 
和方向1几乎完全相同，并且相当于同样的自旋方向。于是和近乎相等。（如果 
出射状态 〗 和2的自旋不相同，这个结果就不一定成立，因为有某些理由可以说明为什么振 
幅要依赖于自旋方 向。） 现在如果使方向1和2互相靠近，式 (4. 44>中的总振幅就变成零。 
对于费米子所得出的结果比玻色子简单得多。两个费米子——臂如两个电子一根本不可 
能进入完全相同的状态。你们永远不会发现两个自旋方向相同的电子在同一个位置上。两 
个电子不可能具有相同的动*和相同的自旋方向。如果它们在同一位 H 上或具有同样的运 
动状态，唯一的可能性是它们必须有相反的自旋。 

这有些什么后果呢？有许多十分引人注目的效应，这些效应都归结为一个 事实： 即两个 
费米子不可能同时进入同一状态。实际上，几乎物质世界的所有特性都和这个奇妙的事实 
有关。周期表所显示的丰亩多样的元素基本上就是这一法则的结果。 

当然，我们无法说出如果这个法则发生了变化，世界将要成为什么样子。因为它是置子 
力学的整个结构的一个部分，我们不可能说清楚如果关于费米子的法则改变了，还有别的什 
么东西会改变。不管怎样，让我们试着看一下，假如只有这个法则改变的话，可能会发生些 
什么。首先,我们可以证明.这样一来所有的原子就会多少有点相同了。我们从氢原子开始 
吧，它不会受到明显的影响。构成原子核的质子被球对称的电子云所包围，如图 4-11(8) 所 
示。正如我们在第2 章中 所描述的那样，电子被吸向中心，但不确定性原理要求在空间的密 
集和动置的集中之间有一个平衡。这个平衡意味着必定存在着某一能 ft 和某种弥散状态的 
电子分布，这种分布决定了氢原子的特征线度。 

现在假定我们有一带两个单位电荷的原子核，譬如氦原子核。这个原子核要吸引两个 
电子，如果电子是玻色子，它们就会——除了它们之间的排斥作用外——尽可能地一齐挤向 
原子核。氦原子看上去就会像图 4- ll ( b ) 所画的那样。同样，锂原子具有3个荷电核子，它 

的电子分布如图 4- ll ( c ) 所示。各种原子看上去多少是相同的-个所有电子都处在原 

子核附近的小圆球，没有方向性，也并不复杂。 

然而，由于电子是费米子，实际情况就大不相同了。对于氢原子来说，情况基本不变。 
唯一的差别是电子具有自旋，这在图 4-12( a > 中用一个小箭头表示。然而就氦原子而言，我 
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( a ) ( b ) Cc ) 

8 B 4-11 假如电子的行为像玻色子，原子看上去可能会是什么样的 


们不能再把两个电子紧靠在一起。不过且慢，这只在两者的自旋相同时才是正确的。如果 
两个电子的自旋相反，它们就可以占据同一 状态。 所以氦原子看上去也没有很大的不同。 
它看上去像图 4-12( b ) 所画的那样。然而对于锂来说，情况就变得完全不同了。我们可以 
把第三个电子放在什么地方呢？第三个电子不能再和另外两个电子紧靠在一起了，因为这 
—状态上的两个自旋方向都已被占据了。（你们记得,一个电子或任何一个自旋为1/2的粒 
子只有两个可能的自旋方向。）第三个电子不能靠近另外两个电子所占据的地方，所以，它只 
能在远离原子核的另一个状态中占据一个特殊位 S , 见图 4-12( c )„ (这只是一种极其粗浅 
的说法，因为实际上这3个电子都是全同的。由于我们不能真正区别这个电子和那个电子， 
所以我们的图像只是近似的。） 



围 4-12 真实的费米型的、自旋为1/2的电子的原子组态 


现在我们可以理解为什么不同的原子具有不同的化学性质。因为锂原子中的第三个 
电子离中心较远，相对地说对它的束缚比较松。从锂原子中拿走一个电子比从氦原子中 
拿走一个电子来得容易。（实验得到，使氦电离需要25 V ,而使锂电离只要5 V 。）这就说 
明了锂原子的价键。价键的方向性和外层电子的波的图样有关，我们暂时不去讨论它。 
但是我们已经能够看出所谓不相容原理——不可能在完全相同的状态（包括自旋）中找到 
两个电子——的重要性。 

不相容原理对大尺度物体的稳定性也起着作用。我们以前曾经说物质中各个原子之所 
以不会坍缩是由于不确定关系，但是这不能解释为什么不能随心所欲地把两个氢原子紧紧 
挤压在一起一为什么所有的质子不能互相靠得很近，使一大团电子围绕着它们。答案当 
然是由于没有两个以上的电子一具有相反的自旋一可以大体上处在同一个位置上，氢 
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原子之间必须保持一定的距离。所以，大尺度的物质的稳定性实际上是电子的费米子性质 


的结果。 

当然，如果两个原子的外层电子具有相反方向的自旋，它们就能够彼此接近。实际上化 
学键正是这样发生的。结果是，如果两个原子之间有一个电子,则这两个原子总共具有最低 


能量。对两个带正电的原子核来说，这时受到的是一种指向中间的电子的静电吸引力。只 
要两个电子的自旋相反，就可将它们放在两个原子核的中间。最强 



图 4-13 氢分子 


的化学键就是这样产生的。没有比这更强的链联了，因为不相容原 
理不允许在两个原子之间的空间里存在着两个以上的电子。我们 
认为氢分子看上去多少有些像图 4-13 所示的那样。 

我们还要讲一个不相容原理的结果。你们记得如果氦原子中 
的两个电子都靠近原子核，那么它们的自旋必须相反。现在假定我 


们设法把两个电子的自旋排列在同一个方向上一我们可以设想加上一个极强的磁场使电 




子的自旋排成同一方向。但是，这样一来，两个电子就不可能占据空间的同一状态，其中一 
个电子必须占据一个不同的几何位3,如图 4-14 所 
示。离原子核较远的那个电子具有较小的结合能。 

于是整个原子的能量就变得更大得多。换言之，当 
两个电子的自旋方向相反时，总的吸引力要强得多。 

所以，当两个电子接近时，有一个表观上的、巨 
大的力试图使自旋按彼此相反的方向排列，如果两 
个电子试图进入同一位 S , 其自旋就有极其强烈的 
反向排列倾向。这一试图使两个自旋取向相反的表 
观上的力比起电子磁矩之间的微弱的力来要强得 
多。你们记得，在我们讲到铁磁性的时候，曾经有过 
这样一个不可思议的问题，为什么不同的原子中的 
电子具有极强的平行排列的倾向。对此虽然还没有 
定 M 的解释，但可认为其中所发生的过程是这 样的： 

原子的内层电子和已经变为在整个晶体内自由运动的外层电子因不相容原理而相互作用， 



围 ' 


—个电子在高能态的氦 


这种相互作用使得自由电子的自旋和内层电子的自旋的取向相反。但是只有当所有的内层 
电子都具有相同的自旋方向时，自由电子和内层电子的自旋才可能相反，如图 4-15 所示。 



图 4-1 S 在铁磁体晶体中可能的 机理； 传导 
电子反平行于不成对的内层电子 


看来可能是这样的 情况： 不相容原理的效应通 
过自由电子间接地起作用，引起了在铁磁体中 
起作用的强烈的排列力。 

我们再讲一个受不相容原理影响的例子。 
以前曾经讲过，中子和质子之间、质子和质子之 
间、中子和中子之间的核力都是相同的。为什 
么一个质子和一个中子可以粘在一起形成一个 
氘原子核，而不存在只有两个质子或者只有两 
个中子的原子核呢？事实上，氘原子核大约受 


到 2. 2 MeV 的能量束缚,然而在一对质子之间却没有相应的束缚以组成原子量为2的氦同 
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位素。这样的核不存在，两个质子的组合不形成束缚态。 

这个问题的答案是两个效应的共同结果 ：第一 是由于不相容原理，第二是由于核力对于 
自旋方向比较敏感这一事实。中子和质子之间的作用力是吸引力，而且这种力当它们的自 
旋相互平行时比它们的自旋相反时稍微强一些。由于两种力的这一点差别，使得中子和质 
子的自旋方向互相平行时，正好足以构成氘原 子核； 当它们的自旋方向相反时，质子和中子 
间的引力不足以使它们束缚在一起。由于中子和质子的自旋都是1/2,而且在同样的方向 
上，因此氘原子核的自旋为1。然而我们知道，两个自旋互相平行的质子不可能紧挨在一 
起。如果不是由于不相容原理，两个质子就可以束缚在一起。但是由于自旋方向相同的质 
子不可能在同一位置存在，因此 He 1 原子核就不存在。两个质子如果其自旋相反就可能聚 
集在一起，但这样就没有足够的束缚力以形成稳定的原子核，因为自旋相反时的核力太弱 
了，不足以把一对核子束缚在 一起。 自旋相反的中子和质子之间的相互吸引力可以从散射 
实验中观察到。对两个自旋平行的质子所做的同样的散射实验表明也存在着相应的吸引 
力。所以不相容原理解释了为什么氘可以存在而 HW 却不能。 
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§5-1 用施特恩-格拉赫装置过滤原子 


本章 我们才真正开始讨论量子力学本身一就是说我们将完全用量子力学方法来描述 
埴子力学现象。我们并不想找出量子力学和经典力学之间的联系，也不为此而感到抱歉。 
我们要用新的语言来讲述某些新的事物。我们所要描述的特殊问题是自旋1的粒子的所谓 
角动 Mft 子化。但是要等到后面我们才使用经典力学的像“角动量”之类的术语或其他概 
念。我们之所以选择这一个特殊的例子是由于它比较简单，虽然它可能并不是最简单的例 
子。不过，它也还是足够复杂因而可作为一个范例.将它推广后就可以用来描写所有置子力 
学现象。因此，我们所处理的虽然只是一个特例.但我们提到的所有定律都可直接推广，我 
们将作出这种推广，从而使你们可看到置子力学描述的一般特性。我们从施特恩-格拉赫实 
验中一束原子会分裂成三束这个现象开始讨论。 

你们记得，如果有一个带有尖端磁极的磁铁所产生的非均匀的磁场，我们使一原子射 
束穿过这个磁场，粒子束就会分裂成好几束一其数目取决于原子的种类和它所处的状 
态。我们要讨论能分裂成三束的原子，并把这种粒子称作自旋1粒子。你们可以自己讨 
论五束、七束、两束等情况一只要 把每一 个步骤都®复一遍，在得到三项的地方，就得 


到了五项、七项等等。 


1 

▽及 

r 

束 





图 s - i 在施特恩-格拉赫实验中， 
自旋为丨的原子分裂成三束 


想象这样的装 a , 其简图画在图 s - i 中。一束原 
子(或者任何种类的粒子)经过狭缝后成为准直射束， 
然后通过非均匀磁场，我们设此射束沿 y 方向运动， 
磁场和磁场梯度都沿 Z 方向。从侧面观察，我们将看 
到射束竖直地分裂成为三束，如图所示。在磁铁的输 
出端可以放1 一个小小的计数器，用来计算三射束中 
的任意一束的到达率。或者我们也可以挡住两束射 
束而只让第三束通过。 


假设我们挡住下面两个射束，只让最上面的那一 
束通过并使它进入第二台同样的施特恩-格拉赫装置，如图 5-2 所示。这时将发生什么情况 
呢？在第二台装置中 fg 出现三射束，而只有最上面的一束^»如果你认为第二台装置只 
是第一台装置的延伸，这个结果将正是你所预期的。那些被向上推的原子在第二台装置中 
继续被向上推。 

于是你们看到，第一台装置产生了一束“纯化了的”原子——在特殊的非均匀磁场中向 


* 我们假定偏转角非常小。 



田 S -2 三束射束中的一束被送入第二台同样的装罝 


上偏转的原子。进入第一台施特恩-格拉赫装置的原子有三“种”，这三种原子采取不同的轨 
道。留下其中的一种，其他两种都被滤掉后，我们获得了这样一束射束，它以后在同样的装 
置中的行为是确定的并且是可以预言的。我们称它为滤过射束，或者极化射束，或者已知其 
中所有原子都处于某一确定状态的射束。 

在下面的讨论中，如果我们考虑经过某些修改的施特恩-格拉赫型装置将更为方便。虽 
然这种装置初看上去比较复杂，但它会使所有论证比较简单。不管怎样，既然这只是“理想 
实验”，把仪器弄得复杂一点并不需要花费什么东西。（附带提一下.从来没有人做过我们这 
种方式描写的每一个实验，但是我们从量子力学定理可以知道必定会发生些什么事，当然这 
些定理是建立在其他类似的实验基础上的。这些其他的实验在初学时比较难以理解，所以 
我们要叙述一些理想的一但却是可能的——实验。） 

图 5-3( a ) 是我们想要用的、“改装过的施特恩-格拉赫仪器”的简图，它包括一串三个高 
磁场强度梯度的磁铁，第一个(左边的)就是通常的施特恩-格拉赫磁铁，它把一束入射的自 




: «) 施特思-格拉赫装置的一个改装 设想； （ b ) 自旋丨的原子的路径 
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旋1的粒子射束分开成三束。第二个磁铁和第一个磁铁有同样的截面，但是有第一个的两 
倍长，并且它的磁场的极性和第一个磁铁的磁场极性相反。第二个磁铁把原子磁体推向相 
反的方向，使其路线向轴线弯曲，如图 5-3(b> 中的轨迹所示。第三个磁铁和第一个完全一 
样，它使三束射束重新聚合在一起。从沿着轴线上的出射孔射出去。最后，我们想象在小孔 
A 的前面有某种机构，它能使原子从静止开始运动，而在出射孔 B 的后面有一个减速机构， 
它使原子在 B 处回到静止状态。虽然这些并不是必不可少的，但是这意味着在分析过程中 
我们可以不必考虑任何像原子射出等等这样的一些运动效应，而把注意力集中于只和自旋 
有关的现象上。“改进”的装置的全部目的仅仅在于使所有的粒子都来到同一地点而且速度 
为零。 

现在如果我们要做一个如图 5-2 所示的实验，我们可以在装置的中央放上一块挡板以 
挡住射束中的两束从而获得一束滤过射束，如图 5-4 所示。如果我们使这些极化原子穿过 
第二台同样的装 S , 所有原子都将采取上面的一条路线。这可以将同样的挡板放在第二个 
S 过滤器中各射束的通道上，并观察粒子是否通过来证明。 



BB 5-4 •改进的••施特思-格拉赫装 H 作 为一个 过滤器 


假设我们把第一台装 H 称作 S 。 （我们将要考虑各种可能的组合，为使条理淸楚需对各 
台装 S 加上标 记。） 我们说在 S 中采取上面一条路线的原子是处在“相对于 S 为正的状态” 
中，采取中间一条路线的原子是处于“相对于 S 为芩的状态”中，采取下面一条路线的原子 
是处在“相对于 S 为负的状态”之中。（用较为常用的语言，我们说角动最的 z 分量是 + 1 A , 
0 和一 1A, 但是我们现在不用这种术 语。） 在图 5-4 中，第二台装置的取向和第一台相同，所 
以经第一台装 H 滤过的原子进入后都将走上面的那条路线。或者如果我们挡住第一台装 M 
中上面的和下面的射束，而只让零态原子通过，所有滤过原子都将通过第二台装罝中间的那 
条路线。如果在第一台装 S 中，除了最低的那一束射束外，其余两束都被挡住，于是在第二 
台装罝中只有下面的一束射束。我们可以说，在上述各种情况中，第一台装置产生了一束相 
对于 S 而言 （+ , 0 或一） 处于纯粹状态中的滤过射束，我们可以使射束通过第二台同样的 
装置以检验其中原子所处的状态。 

我们可以这样安排第二台装置，使它只让某种特殊状态的原子通过一就像第一台装 
a 那样，在其中放上挡板一那么我们只要 看一看 是否有什么东西从远端出来，就可以检验 
出入射射束的状态。举例说，如果我们挡住第二台装 置中下 面的两条路线，结果百分之百的 
原了都 能通过，但如果我们挡住上面的路线，那么一个原子也通不过。 

为使讨论容易起见，我们发明一种速记符号来表示改进的施特恩-格拉赫装置。我们用 





下面的符号 
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S 


代表一台完整的装置。(这并不是你们通常所看到的在量子力学中用的符号.它是我们为这 
一章的方便而发明的，它只是图 5-3 中的装 g 的速写符 号。） 因为下面我们想要同时使用好 
几台装置，这些装置有不同的取向，我们就在每一个符号下面写上一个字母以资识别。所以 
式 (5. 中的符号代表装 S S。 当我们挡住其中的一束或几束粒子时，我们就用一条垂直的 
杠杠来表示哪一束粒子被挡住了 ，如： 


(5.2) 
S 

图 5-5 表示我们将要使用的各种可能的组合。 




田 s - s 施特恩-格拉赫过®器的专用速记符号 


如果我们接连放 S 两个过滤器(如图 5-4 所示） ，我们就将两个符号紧接在一起，像 这样: 



s s 


对于这样的装置，通过第一台的各种粒子也都能通过第二台。实际上，即使我们挡住第二爸 
装罝中的“零”和“负"通道也没什么关系，从而我们有 
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我们仍旧得到穿过第二台装置的透射粒子为百分之百。另一方面，如果我们有 



那么远端连一个原子都不会出来。同样, 



什么都不出来。另外， 

- ： l| J ： l[ 

S S 


(5.5) 


(5.6) 


(5.7) 


等效于 



S 


现在我们要用置子力学来描写这些实验。如果原子通过图 5-5( b ) 的装置，我们说该原 
子处在 （+ S ) 态中，如果原子通过 （ c >, 就处在 （0 S ) 态中，如果通过 （ d ), 就处在（一 S ) 态％ 
我们令是处于状态 a 的原子通过装置后状态变为6的_。我们也可 以说： <6| a > 是 
在状态 a 中的原子进入状态 A 的振幅。实验 (5. 4) 给出： 

<+ S |+ S > = 1, 


而式 (5.5) 给出： 

同样，式 (5.6) 的结 果是： 


〈一 S |+S〉 = 0. 

<+s I-S) = 0, 


式 (5. 7) 的结 果是： 

<-S l-s) = 1 . 

只要我们处理的是“纯粹的”状态一即我们只打开一条通道一就有9个这样的振幅，我 
们可以把它们列在一张表格 里面： 


• 读法： (+ S ) = ••正 s ”；（ os > = “5 S ”；（一 S > = • •负 S -。 
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从 +S OS -S 
到 + S —1 0 0— 

0S 0 10 

-S 0 0 1 

这 9 个数字的排列一叫做矩阵——概括了我们以上所述的现象。 

§5-2 过滤原子的实验 


(5.8) 


现在讨论一个重要的问题 :如果 使第二台装罝倾側一个角度，因而其场的轴线不再和第 
—台场的轴线相平行，这将会发生些什么现象呢？第二台装置不仅可以倾侧，而且还可以指 
向另一方向一例如可以使射束相对于原来的方向转过90%为方便起见，我们先考虑一 
种安排，其中第二个施特恩-格拉赫实验装罝绕: V 轴转过一个角度 a , 如图 5-6 所示。我们 
称第二台装 S 为 T , 假定我们现在做下面的 实验： 

赃 

S T 

或者做这样的 实验： 


S 

在这些情况下，从远端出来的是些什么呢？ 

答案如 下:假 定原子相对于 S 处在一个确定的状态中，它们对于 r 就不是处在这一状 
态中一 (+ s ) 态并不就是（+ 了)态。然而，发现原子在（+ 了）态一或者 （ ot > 态，或者 
(―了)态一都有一定的振幅。 

换言之，尽管我们像已经做过的那样仔细地査明了所有的原子都处在确定状态,但实际 
情况却是当原子通过一台转过一定角度的装罝时，它不得不“重新取向”一不要忘记，这个 






图 s -6 两个串联的施特恩-格拉赫型的过 s 器，第二台相对第一台倾側一角度 0 
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“重新取向”是凭运气的。我们可以使一次只有一个粒子通过，于是我们只能提出这样的问 
题：它 通过的概率是什么？通过 S 的原子有些将进入 （ + T) 态，有些将进入 (0T) 态，还有一 
些将进入 （一 了)态一都各有各的可能性。这种可能性可以由复数振幅绝对值的平方求 
得,我们需要的是表示这种振幅的一些数学方法或量子力学描述。我们所需要知道的是像 


<- T |+ S > 

之类的各种量，它表示原来在 （+ S > 态的原子进入（一了)态的振幅（除非 T 和 S 平行排列否 
则这个振幅不等于零）。还有另一些振幅，如 

<+ T | OS >, Bg < OT |- S ). 等等. 

事实上有9个这样的振幅一 另一 个矩阵一粒子的理论应当告诉我们怎样计算它们。正 
如 F = _告诉我们怎样计算一个经典粒子在任何情况下的运动状态一样，置子力学定律 
使我们可以决定粒子通过某个特定装置的振幅。于是，中心问题是要能够一对于任意给 
定的倾角实际上就是对于无论什么取向一求出9个 振幅： 

<+ T |+ S >, <+ T | 0 S >, <+ T |- S >, 

<0 T |+ S >, <0 T I OS ). <0 T |- S >, <5 - 9) 

<- T |+ S >, <- T | OS ). <- T |- S >. 

我们已能得出这些振幅之间的一些关系。第一，按照我们的定义,绝对值的平方 


I (+T|+S> I* 


是 (+S) 态的原子进入 (+T) 态的概率。我们经常发现把这个平方数写成下列等效形式更 
为 方便： 

<+ T |+ S ><+ T |+ S >-. 


用同样的记号，数值 


<0T l+SXOT |+S>- 


是在 (+ S ) 态中的原子进入 (0 T ) 态的概率，以及 

<- T |+ S ><- T |+ S >* 

是原子进入（一 T ) 态的概率。但是我们的装罝做成这样，凡是进入 T 装置的每一个原子一 
定在 T 装 g 的3个状态中的基一个状态中被发现——对于给定的这种原子没有别的地方 
可去，所以我们刚才写的3个 A 率的总和必定等于百分之百。我们得到下面的关 系式： 

<+T l + SX+T |+ S >* + <0 T l+SXOT |+ S >- 

+ <- T |-|- S ><- T |+ S >- = 1. (5.10) 

当然.如果从 ( OS ) 或（一 S ) 出发，我们可以得到另外两个类似的方程。这些都是我们能够很 
容易得到的方程，下面我们将继续讨论另一些普遍的问题。 

§5-3 串联施特恩-格拉赫过滤器 


这是一个有趣的问 题:假 设原子经过过滤成为 （+ s ) 态，然后我们将这些原子送入第二 
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个过滤器，使之成为(0了)态，然后再通过另一个 + S 过滤器。(我们称这最后一个过滤器为 
S ' ,这样我们就可把它和第一个 S 过滤器相区别。）原子是否还记得它们曾经处在 （+ S ) 态 
中呢？换句话说就是我们做下面的 实验： 

赃 

S T S ' 

我们想要知道是否所有通过了的原子也都通过 S '。 它们并不是如此，它们一经被 T 过滤 
后，就丝毫 不记得 在它们进入 T 以前曾经处在 (+ S ) 态中。注意，（5.11>中的第二台 S 装 
置的取向和第一台 S 装置的取向完全一样，所以它仍旧是 S 型过滤器。被 S ' 过滤后的状态 
当然也是 (+ S ), ( OS ) fP (- S ). 

这里的要点是，假如了过滤器只能通过一束原子，通过第二台 S 过滤器的原子占进入 
这一台 S 过滤器原子总数的 比例只 取决于 T 过滤器，而与在 T 前面是些什么完全无关。相 
同的一些原子曾被 s 过滤器分类这个事实对它们被 r 过滤器再一次分类成为纯粹射束后 
的行为丝亳没有影响。它们此后进入不同状态的概率与进入 T 仪器之前的经历完全无关。 
作为一个例子，我们把实验 (5. 11) 和下面的实验相 比较： 

+ 1 ] [+1 
■ 0 [ J 0 
l-lj l-l 

S T 



(5.11) 


其中只有第一个 S 改变了。设 ( S 和 7" 之间的）角度 o 的大小正好使得 (5. 11〉实验中通过了 
的原子有三分之一也能通过 S '。 在实验 （5. 12) 中，虽然一般说来通 过了的 原子数有所不 

同，但其中仍然有 同样的一部分 —三分之-将通过 S '。 

事实上，从以前已学过的东西我们就可证明，从 T 出来并且通过任一特定 S ' 的原子的 
比例只取决于 T 和 S ' 而与在这以前所发生的任何事情无关。我们来把实验 (5. 12) 和 



S T S ' 


比较一下。在 (5. 12) 的实验中，原子从 S 出来并且也能通过了和 S ' 两者的振 幅是： 


〈+S | 0TX0T | OS ). 

相应的概率是： 

I <+S| 0T><0T I OS ) |* =| <+S I 0T> I 2 I <0T | OS ) |*. 
实验 (5. 13) 的概 率是： 

I (OS I OTXOT I OS ) |* =| <0 S I 0 T > | l | <0T | OS) |*. 


它们的比 例是: 
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I (OS I 0 T ) |» 

I <+S| 0T> I*' 

它只取决于7•和 S ', 而与 S 所选择的射束是 （+ S ) 还是 (0 S > 或是（一 S ) 奄无关系。（绝对 
数随通过了的原子数目多少而一起增减。）当然，如果我们比较进入 <的正的或负的状态的 
概率，或者求进入零或负的状态的概率的比值，我们会得到同样的结果。 

事实上，由于这些比值只取决于被允许通过了的是哪一束射束而与第一台 S 过滤器所作 
的选择无关，显然，甚至最后的装置不是 S 过滤器我们也会得到同样的结果。如果我们所用的 
第三台装置——我们现在称它为 R —相对于 T 转过一个任意的角度，我们将会发现，像 
| (OR | 0 T > | l /I <+R |0 T > I 2 这样的比例不依赖于第一台过滤器 S 中通过的是哪一束射线。 

§5-4 基础•态 


以上的结果说明了量子力学的一条基本原理 :任何 原子体系都可以通过过滤将其分解 
为某一组所谓的基础态，在任一给定的基础态中，原子未来的行为只依赖于基础态的性 
质——而与其以前的任何历史无关当然，基础态取决于所采用的过滤器，例如 （+ T ), 
(0了)和（一丁）这3个状态是一组基础态， (+ S ). (0 S > 和 （一 S )3 个状态是另一组基础态。 
完全可以有许多种可能性，每一种都和其他的一样合适。 

当我们说正在考虑的是的确能产生“纯粹”射束的 M 过滤器时，我们须加小心。如果 
我们的施特恩-格拉 赫装罝 不能把3束射束很好地分开，那么我们就不能用挡板把它们不含 
糊地分开，这样我们就不可能完全地分出各基础态。通过观察射束在另一个同类的过滤器 
中是否再进一步分裂，我们就能够确定是否得到了纯粹的基础态。例如，假设我们得到的射 
束是纯粹的 （+ 了）态，那么所有原子都会 通过： 

+ 

- 0 

T 

而没有原子能通过 

斗 
- 0 

T 

也不能通过 

+ 

0 

T 



• 我们并不打算让•■基础态■•这个词含有比这里所说的更多的任何意思。无论如何不能认为它们具有 
任何••基本的"意思。我们是以描述的基础这个观念来应用基础这个词的，有点像人们所说的“以十为基础 
的数字”这种意思。 
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我们对基础态的陈述意味着射束有可能被过滤成某种纯粹的状态，以致用同样的仪器不可 
能再有进一步的过滤。 

还必须指出，我们所说的只对颇为理想的情况才严格地正确。在任何实际的施特恩-格 
拉赫装置中，我们必须考虑狭缝的衍射，这会使某些原子进入对应于别的角度的状态，或者 
考虑射束中是否包含不同的内部激发状态的原子，等等。我们已把情况理想化了，因此所谈 
的只是在磁场中分裂的状态，对于与位置、动量、内部激发等有关的事情我们都忽略了 。一 
般说来，我们还必须考虑按照这些性质分类的基础态。但是，为了保持概念简单，我们只考 
虑上面所说的包含三个状态的基础态组，这对于理想情况的严格处理已足够了，在这理想情 
况中，原子通过仪器时不会被破坏,也不会受到严重干扰，并且离开装置后就停止下来。 

你们会注意到，我们开始理想实验时总是用一台只打开一条通道的过滤器，以使我们从 
某一确定的基础态出发。之所以这样做是因为从炉子里出来的原子具有各种状态。这些状 
态是由炉子中偶然发生的过程随意决定的。（它给出所谓“非极化”射束。）这种无规性包含 
了“经典”型的概率——类似于抛掷硬币一而与我们现在所讨论的置子力学概率不同。处 
理非极化的射束会使我们陷入更为复杂的情况，我们最好是避开它，一直到我们了解了极化 
射束的行为以后。所以现在不去考虑如果第一台装置可以让一束以上的射束通过时会发生 
些什么。（在本章的末了会告诉你们怎样处理这类情 况。〉 

我们现在回过头来看一看，当从一台过滤器的一个基础态变为另一台不同的过滤器的 
一个基础态时，会发生些什么？假如我们还是从 


1 - 

S 

出发。从了出射的原子是处于基础态 ( or ), 这些原子已忘记了它们曾经处于 （+ s ) 态中。有 
人会说，原子被 t 过滤时，“失去”关于以前状态 (+ S ) 的信息，因为当我们在装罝了中把原子 
分解成三束时，我们“扰乱了”它们。但这是不正确的。关于过去的信息并不是由于将原子盆 
解成三束而失去的，而是由于放进去的挡板—这一点我们从下面的一组实验可以看出。~ 
我们从 + s 过滤器出发，并将从这个过滤器出射的原子数记作 /V 。 如果在它的后面接 
着放 H —个 0 T 过滤器，从这后一过滤器出射的原子数目是原来的原子数的一部分，令其为 
義 如果我们再放上一个 + S 过滤器，只有这些原子中的 一部分 P 可以从远端出射。我们 
可用下列方式来表示这一 过程： 

L: 

S T s' 

如果第三台装置 s ' 选择另一个不同的状态,譬如说 ( OS ) 态，出射原子的比例就不同了，譬如 
这个比数是 y 。* 我 们有： 




* 用以前的符号来表示 ：a = l <0T|+S) i*. J9 = | <+ s I 0T> 以及} • = ! (OS I or > |*„ 
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S T S ' 


(5. 15) 


现在假定我们重复这两个实验,不过把 T 的所有挡板都去掉。于是我们得到引人注意的结 
果 如下： 



在第一种情况下,所有的原子都能通过 S ', 可是在第二种情况下，一个原子 也没有 通过!这 
是*子力学的主要定律之一。自然界按照这种方式行动并不是不证自明的，但是从我们的 
理想实验所得到的结果就是从无数实验中观察到的量子力学行为。 


§5-5 干涉的振幅 


从实验 (5. 15>变为实验 (5.17) — 打开更多的通道 —通过的原子怎么反而更少了呢？这 
是置子力学的一个很老而又深奥的问题一振幅的干涉。它和我们在齩初的电子双缝干涉实验 
中所观察到的现象 属于同 一类。在那里，我们曾经看到 :到达 某些地点的电子在两个狭缝都打开 
时可以比只打开一个狭缝时少。在定置上是按下述方式处理的,我们可以把原子通过 (5.17) 装 
H 中 T 和 S ' 的振幅写成三个振幅之和，每一个振幅相当于了中的一束射束，其总和等 于零： 
(OS |+ T ><+ T \+ S ) + (OS I OTXOTI + S ) + <0 S |- T ><- T |+ S > =0. (5.18) 

这三个振幅没有一个等于零一例如，第二个振幅的绝对值的平方等于为.见实验 (5.15) —— 
可是三项的总和为零。如果把夂安装成选择（一 S > 态，我们会得到同样的结果。然而，在 
(5. 16) 的装罝中，答案就不同了。如果令 a 为通过7"和夕的振幅，则在此情况下,我们有《 : 

a = <+S l + TX+T |+ S > + <+S I OTXOTI + S ) 

+ <+S |- T )<- T |+ S > = 1. (5.19) 

在实验 (5.16) 中，一射束被分解又被重新组合。打碎的蛋又复原了。关于原来 （+ S ) 
态的信息仍被保留下来一就像了仪器完全不存在一样。无论把什么接在“敞开的”了装 
罝后面都是这个样子。我们可以在它后面接一个 i ? 过滤器——转过其他角度的过滤 


• 实际上，从这个实验我们并不能推断出 a = l . 只能断定丨 a I * = 1,所以 a 可能等于 e -。 但可以证明， 
如果选择 J = 0实际上并不失去普遍性。 



第 5 章自旋 l | 65 

器——或者其他任何东西，答案总是与原子从第一台 S 过滤器直接过来一样。 

这是一个重要的原 理：一 个挡板敞开的了过滤器一或者任何一种过滤器一没有引 
起任何改变。我们还要附加一个条件。敞开的过滤器不仅能够让3束射束都通过，而且对 
于3束射束不产生不相等的扰动。例如,不能使一束射束近旁有很强的电场而在另一束附 
近却没有。理由是 ：即使 这个额外的扰动仍旧让所有的原子都通过过滤器，但它可以改变某 
些振幅的相位，那么干涉将发生变化，式 (5. 18) 和 (5. 19) 中的振幅也会不同。我们始终假设 
没有这类额外的扰动。 

让我们用改进的符号把式 (5. 18) 和 (5. 19) 重写一下。用 i 代表3个状态 （+ 了）、 (0 T ) 

和 （_ T ) 中的任一个，于是方程式就可以 写成： 


2<0 S I .><« |+ S > = 0 


以及 


E<+ s I «><«• l + S > = 1. 

同样地，对于用完全任意的过滤器代替 S ' 的实验，我 们有： 



(5. 20) 


(5.21) 


(5.22) 


其结果总是和了仪器被省去时一样，只有 



或者，用数学公式表示， 


I «>(*• I+S) = <+/? |+S>. 


(5.23) 


这是一个基本定律，并且只要；代表任何过滤器的3个基础态，它便是普遍正确的。 

你们要注意,在实验 (5. 22) 中， S 和 R 与 T 并没有特殊的关系。而且，不论它们选择的 
是什么态，论证都是同样的。为了把这个方程写成普遍的形式，不必涉及 S 和 K 所选择的 
特定的状态,我们称 sK “ phi ”） 为第一个过滤器所准备的状态（在我们特定的例子中是+ S 
态）, Z (“ khi ”) 是最后一个过滤器所检验的状态(在我们的例子中是 + R )。 于是我们可把基 
本定律式 (5. 23) 用下面的形式来 表述： 


( X \*)= S<Z I «><« I ^>, 


(5.24) 


其中； 遍及于某一特定过滤器的 3 个基础态。 

我们要再次强调基础态的意义。它们像可以用我们的施特恩-格拉赫装置的任何一台 
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来选择的3个状态那样。基础态的一个条件 是：如 果有了一个基础态,那么未来就不取决于 
过去。另一个条件是，假如有了一组完全的基础态，式 (5. 24) 对于任何一组初态#和末态 Z 
都是正确的。然而，基础态组并不是唯一的。我们是从考虑对于特定的装置 T 的基础态开 
始的。如果考虑对于 S 或对于其他•装置的另一组基础态也同样有效。我们通常说 
“在某个表象中的”基础态。 

在任一特定表象中的一组基础态的另一个条 件是: 它们都是完全不相同的。这意思 是说： 
如果原子在(+ 丁)态它就不会有进入 (0T) 或 (-T) 态的振幅。如果我们用 i 和）来代表特定的 
一组基础态中的两个基础态，当；和）不相等时从 (5.8) 式有关的讨论中可以得到的普遍规 律是： 

O' I «> = 0. 

当然，我们 知道： 

〈《_ I «•> = i. 

通常将这两个方程 写成： 

0 I «> = S P , (5. 25) 

其中 M “克罗内克符号”)是一个符号，当 i 关_; 时 .它定义为零，当《_ = i 时则定义为1。 

式 (5. 25) 并非与我们所讲过的其他的定律相独立。我们现在对于寻找这样一个数学问 
题，即寻找可以把所有的定律作为其推论的鍰少的一组独立的公理，并没有特殊的兴趣 
只要我们有一组完全的无明显矛盾的基础态，我们就感到满意了。然而我们可证 明：式 
(5. 25) 和 (5. 24) 不是互相独立的。我们令式 (5.24) 的 > 表示与 i 同一组基础态中的某一个 
基础态，臂如说第）个基础态，那么我们就 得到： 


<x I i) = E<zl«Xi|». 


但是式 (5. 25) 告诉我们，除非 i = ), 否则等于零。所以求和变成只有项，于是 
我们得到一个恒等式，这就证明了两个定律不是互相独立的。 

我们可看出，如果式 (5. 10) 和 (5. 24) 都是正确的话，振幅之间必定还有另外一个关系。 
式 (5. 10) 为 

<+T l + SX+T | + S >- + < OT | + S >< OT |+ S >* + <-T |+ S><-T |+ S >* = 1. 

如果式 (5. 24) 中的 > 和; t 都是 （+ S ) 态，那么其左边就是 <+ S | + S >, S 然它等于1,于是我 
们再一次得到式 (5. 19), 

<+S I + TX+T |+ S > + <+S I OT><OT |+ S〉+〈+S |- T><-T |+ S > = 1. 

只有满足下列方程式时，上面两个式子才是一致的(对于装罝 7 •和 S 的所有相对取向） 

〈+S |+ T > = <+ T |+ S >* , 

<+S I 0 T > = <0 T |+ S >* , 

<+S I — T > = <-T |+ S >-. 


由此，对于任意的状态 # 和 Z : 


• 事实上.对于有3个或更多基础态的原子体系来说，还存在着另外一些类型的 过漶器 ——和施特 
恩-格拉赫装置完全不同的——可以用它们来选择更多的基础态组(毎一组都有同样的状态数）。 

•• 过多的真理不会迷惑我们! 
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<# I z> = <x I fr. 


(5. 26) 


假如这个式子不正确，概率就不会“守恒”,粒子就会“丢失”。 

在继续讨论之前,我们把有关振幅的三条重要的普遍定律总结一下，这就是式 (5. 24), 
(5. 25) 和 (5. 26): 

I 0 I « > = S, , 


n 〈 XlO = DOM «•><:• 10， (5. 27) 

m <*\x) = (x\*>'. 


在这些方程式里 i 和 ） 代表某一表象的所有基础态，而 ★和 ； t 代表原子的任何可能状态。 
必须注意， n 式只对遍及体有基础 i 在我们的情况中是3 个： + T , OT , - T ) 求和 
时才成立。关于怎样选择我们 fF 础态组的各个基础态，以上这些定律一点也没有谈到。 
我们从应用装 g T 开始，这是一个有任意选定的某种取向的施特恩-格拉赫实验装置，但任 
意别的取向，臂如 W (装置），也同样适用。我们也可把另一组不同的状态作为和 ）， 而所 
有的定律仍然适用一基础态组的选择并不是唯一的。最子力学的主要策略之一就是利用 
事物都可以用一种以上的方法来计算这个事实。 


§5-6 置子力学的处理方法 


我们来证明为什么这些定律是有用的。假设我们有一个处于给定状态中的原子（这就 
是说该原子是以某种方法制备的），我们想要知道它在某个实验中的行为。换句话说，开始 
时原子处于状态4中，我们想知道该原子通过只能接受在满足条件 X 的原子的装 H 的可能 
挂。量子力学定律表明，我们可以用3个复数 〈 XU 〉 完全地描写仪器，这3个复数就是各个 
基础态在状态 X 中的振幅。如果我们用3个数字 < i |0 (即分别在3个基础态的每一个态中 
找到初始状态原子的振幅）来描写原子的状态.我们就能说出，该原子被放进装罝后会发生 
些什么变化。这是一个重要的概念。 

我们来考虑另一个例子。考虑下面这个问题 ：我们 从一台 S 装罝开始,接着放上一个 
极其复杂的装 H , 我们称它为 A , 后面再接上一台装罝 R ——就像 这样： 



(5. 28) 


A 指的是任何施特恩-格拉赫装置的复杂组合,其中有挡板或半挡板，具有特定角度的取向， 
额外的电场和磁场……几乎有你想要放进去的任何东西。（做理想实验是很有方便的一 
不必费心去真实地建立这样一台装置！）于是我们的问題是 :进入 A 的一个 (+ S ) 态粒子从 
A 出来时处于 (0 K > 态，从而它能通过最后的那个 K 过滤器，这个过程的振幅是什么？对于 
这样的振幅，有一个习惯的记法，它 就是： 

(OR I A |+ S >. 
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它照例从右读到左（像希伯来文那样）： 

〈终结 丨经过 I 开 始〉. 

如果 A 正巧不起任何作用一只是一条打开的通道——于是我们写成 

(OR | 1 |+S> = (OR |+S>, (5.29) 

这两个符号是等效的。对于更为一般的问题，我们可以用一般的起始 状态# 代替 （+ S ), 以 
及用一般的终了状态 X 代替 (0 K ) ,我们想要知道的是振幅 

<X\A\*). 

对于装 H A 的完整的分析必定给出对每一对初态4和终态 X 的振幅 〈 XIAW 〉 一共有无穷 
多个组合！怎样才能对装罝 A 的行为作出一个简明的描 述呢？ 我们可以采用下面的方法。 
设想把式 (5. 28) 的装置仪器 改为： 



ST T R 


实际上根本没有改变，因为完全开放的装 H T 不起任何作用。但是它能启发我们如何来分 
析这个问题。原子从 s 进入 r 的 i 状态有一坦振幅〈； l + s >。 于是有另一组的状态 i (对于 
了)进入 A 而以状态(对于 T > 出来的振幅。 a 后，有一个每一个态通过 ft 后一个过滤器 
成为 (0 K ) 态的振幅。对于毎一条可能的路径，有一个振幅，其形式为 
<OR|»0|A|i><«|+S>, 

总振幅为从各种可能的 i 和）的组合所得出的各项之和。我们所要求的振幅 就是： 

I»G I A I .•>« |+ S >. (5.31) 

” 

如果 ( OR ) 和 （+ S ) 用一般的状态 ； f 和#来代替，我们可得到同样类型的表达式，于是我们得 
到普遍的 结果： 

( X \ A \*)= 2 <Zl jXj I A I ,•)<« I *). (5. 32) 

注意式 (5. 32) 的右边实际上比左边简单。这里装 S A 完全可以用纟个数字 IA | <>描 
述，这9个数字表示 A 对装置 T 的3个基础态的响应。只要我们知道 i 9个数字，并且把 
入射和出射状态 > 和；（分别用进入3个基础态或从3个基础态出来的3个振幅来予以定 
义，我们就能够处理任何两个入射和出射 状态# 和 X 。实验结果可以用式 (5. 32) 来预言。 

这就是对于自旋为1的粒子的置子力学处理方法机理。每一个状态可以用3个数字来 
描写，这3个数是对于某一组选定的基础态的每一基础态中的振幅。'^一装置可以用9个 
数字来描写，这9个数字是装置中从一个基础态进入另一个基础态的振幅。任何结论都可 
以从这些数字计算出来。 

描写仪器的9个数字常常写成方阵的形式——叫做矩阵 
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从 



+ 

0 

- 

+ 

<+| A |+〉 

<+| A |0> 

<+| A |-> 

0 

<0| A |+> 

<0| A |0> 

<0| A |-> 

- 

<-| A |+> 

<-| A |0> 

<-| A |-> 


(5.33) 


量子力学的数学只是这个概念的推广。我们将给出一个简单的例证。假设有一台我们 
要进行分析的装 sc —就是说我们要计算各个 UICU 〉。 例如我们想要知道在像下面这 
样的实验里发生些 什么： 


-ll 


c 


(5. 34) 


但是后来我们注意到 C 是由 A 和 B 两台装 H 串联组成一粒子先通过 A 然后通过 B — 
所以我们可以用符号写出 

| C | = | A | • | B |. (5.35) 


我们可以把装 HC 叫做 A 和 B 的“乘积”。我们还要假设已经知道怎样来分析这两个部分， 
所以我们可以写出 A 和 B (对于 T ) 的矩阵。我们的问题就这样解决了。对于任何入射和出 
射状态，我们很容易求出 


我们首先写下 


<ZlC|^>. 

<Z I C | ^) = D<Z I B I k)(k \A\^). 

身 


你们看得出这样写的理由吗？（提 示： 设想在 A 和 B 之间放进一个装 g T 。） 如果我们考虑 
—个特殊情况，彡和 Z 也是 （ T 的〉 基础态，臂如说是 i 和 ）， 我们得到 


0 I C | i > = 2 0 I B I I A I «>. (5.36) 

k 

这个方程式给出以装 S A 和 B 的两个矩阵表示的“乘积”装 gc 的矩阵。数学家们把新的 
矩阵—由两个矩阵 〈>| BU 〉 和按照式 （5. 36) 所表示的方式求和得出 
的一称为两个矩阵 A 和 B 的“乘积”矩阵 BA 。 (注 意： 次序很重要，关 BA 。） 因此，我 
们可以说 ：两台 串接的装罝的矩阵等于这两台装罝的矩阵 i 阵乘积(把箄一台装置放在乘 
积的右边）。知道矩阵代数的每一个人都慊得这就是式 (5. 36)。 


§5-7 变换到不同的基 


我们要提出有关计算时所用的基础态的最后一个问题。假定我们已经选用某一特定的 
基——譬如说 S 基一而另一个人决定采用不同的基——臂如说了基一进行同一计算。 
为明确起见，把我们所用的基础态称做 US ) 态.其中/=+, 0,―。同样我们可以称他所用的 
基础态为 (_7_ t )。 怎样把我们的工作和他的工作进行比较呢？任何测量结果的最后答案应 
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该相同，但是在计算过程中所用的各个振幅和矩阵却是不同的，两者的关系是怎样的呢？如 
果大家都从同样的初态4出发，我们将用3个振幅 〈 iS | jS > 来描写它，这个式子表示4在 S 表 
象中分解为基础态,而他却用振幅<)了1矜来描写它，这 表示多 分解为他所用的了表象的基 
础态。怎样证明大家所描写的实际上都是同一状态0呢？我们可以应用式 (5. 27) 的普遍定 
律 n 来证明。用他的任意一个状态 _;_ T 来代替 X ,我们 得到： 

0 T | = 2 <> T I I (5-37) 


为了把两个表象联系起来，我们只要给出矩阵 〈） T | iS > 的9个复数。于是用这个矩阵就可 
以把我们的所有方程式转换为他所用的形式。它告诉我们怎么从一组基础态变搀为另一组 
基础态。（因这个理由 .<_; TUS > 有时称为“从 S 表象到丁表象的变换矩阵”。好长的名词！） 
对于自旋为1的粒子的情形，我们只有3个基础态（对于更高的自旋，就有更多的基础 
态），其数学运算和我们在矢量代数中所见过的很相似。每一个矢量可以用3个数来表 
示一沿 u 和 z 轴的分*。这就是说每一个矢量可以分解为3个“基础•■矢置，这些“基 
础”矢量是沿着3个坐标轴的矢置。但是假如另一人选择另一组坐标系—— y 和 z ', 他 
就将用3个不同的数字来代表同一矢》。他的计算看上去和我们的不同，但最后的结果将是 
—样的。我们以前已经考虑过这个问题并且知道从一组坐标到另一组坐标的矢置变换法则。 

你们或许希望通过某个例子来看一看置子力学变换是怎样进 行的； 所以我们在这里对 
两个过滤器 S 和了的各个特殊的相对取向写出（不予证明）自旋为1的粒子的振幅从 S 表 
象变换到了表象的变换矩阵。（我们将在下一章告诉你们如何导出这个结果。） 

第一种情况 ：了装 H 和 S 装 H 的 ; y 轴（粒子沿此轴运动）重合，但 T 装 g 绕着这个共同 
的>>轴转过一个角度 <*< 如图5-6)。（说得明确一些，固定在 r 装罝上的一组坐标轴 x ', y ', 
〆 和固定在 S 装 H 上的坐标 X , z 的关系为： z ' = zcosff-f xsina f x = xcosa — zsina , 
y = y ), 那么，变换振 幅是： 

<+T|+S> = ^-(14-cosa). 

<0 T |+ S > =- 
<—T |+ S ) = y(l — cosa ). 


<+ T I 0S> =+-^.sin, 
(OT I OS) = cos a, 
(— T I OS) = —^.sin I 


(5. 38) 
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第二种愫况:了装置和 S 装置有同一 Z 轴，但7■装置绕2轴转过角度 A (坐标变 换为: 
Z = z, x = xcos ^+> isin ^, y = > cos ^ — xsin /9» ) 于是，变换振幅为： 

<+ T |+ S > = e 作, 

<0 T I 0 S > = 1, (5.39) 

<- T |- S > = e <. 

所有其他的 = 0. 

注意 ，7 •的任何转动都可以由上述两种转动合成。 

假定状态多由3个数 定义： 

C + = <+S I 多 〉， Co = <0 S I 多>, C _= <-S I (5. 40) 

从 T 的观点来看，上述状态可用另外 3 个数来 表示： 

C + = <+ T | ^), c = <0丁| 多〉， C = {- T \ j >), (5.41) 

那么，式(5.38>或(5.39)的系数<)7|〖5>给出0,和 C / 的变换关系。换言之, C , 很像一个矢 
置的分 ft , 从 S 和 T 的观点来看,这些分量是不同的。 

仅仅对于自旋为1的粒子一因为它需要3个振幅一与矢 S 的对应才十分相近。在 
各种情况下都有随坐标的改变而以某种确定方式变换的3个数字。实际上，存在着一组基 
础态,其变换与一个矢置的3个分置完全相似。下列3个组合 


C 一 - 舍 C+-C-). (：,=-★( 


C t +C-). C. = Co 


(5.42) 


变换到 C ；, C ； 和的方式与工，: y , z 变换到 〆 的方式完全一样。[你们可以用变 
换定律式 (5. 38) 和 (5. 39) 来检验一下。]现在你们可以 看出， 为什么自旋为1的粒子常常叫 
做“矢置粒子”。 


§5-8 其他情况 


我们在一开始就指出，对于自旋为1的粒子的讨论是所有量子力学问题的典范。只要 
改变状态的数目就可使讨论普遍化。在任一特殊情况中可以包括 n 个基础态而不只是3个 
基础态我们的基本定律 (5. 27) 式具有完全相同的形式一只是 i 和）要理解为遍及于 
所有 n 个基础态。任何现象都可以这样来 分析： 求出它出发时在每一基础态的振幅以及终 
止于另一组基础态中的振幅，然后对整个基础态组求和。任何适当的基础态组都可以采用。 
如果有人愿意用另外 的一组 也同样合适。两个基础态组可用《行》列的变换矩阵相联系， 
关于这种变换，我们以后还有更多的东西要讲。 

最后，我们愿意谈论一下怎样处理下述情况，如果原子直接来自原子炉，经过某台装罝， 
譬如说 A , 然后用选择状态 Z 的过滤器对之进行分析。你们不知道开始时原子所处的状态 
必是 什么。 也许最好目前不要把精力花费在这个问题上面，而是把注意力集中在从纯粹状 


* 基础态的数目 n 可以是，而且通常是无穷的。 
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态出发的问题上。但是，如果你们坚持要知道的话，下面就是这个问题的处理方法。 

首先，你们必须能对从炉子里出来的原子的状态分布方式作出某些合理的猜测。例如， 
假使炉子没有任何的“特殊性”，你们可以合理地猜想原子离开炉子时“取向”是无规的。按 
照量子力学，这就相当于说，除了可以说有三分之一的原子在 （+ S ) 态，三分之一在 (0 S ) 态， 
还有三分之一在（一 S ) 态。你们关于原子状态一点也不了解。对于 （+ S ) 态的原子，通过 
整个装置的振幅是〈 X 丨 A l+s>, 通过的概率就是 \( X\A | + S > I *. 另外两个状态也与之 
类似。于是总概率 等于： 

y I <X U |+ S 〉| l + | I <X I A I 0 S > |: +j | < Z | A |- S > I 1 . 

为什么我们用 s 而不用 r 呢？不可思议的是，对于初始分解，无论我们选取什么基础 
态组，答案都是一样的——只要我们所处理的情况是完全的无规取向。对于任何: t , 下 
式总是成 立的： 


2 I <Xl « s > r = 2 I <X I >T> |*. 

* i 

(我们把它留给你们自己去证明。） 

必须注意，如果说初始的状态具有振幅 v / tt § ■在 （+ s ) 中，■在 ( os ) 中以及 / iTf 在 
(一 s ) 中，这就王正 确了； 这种说法意味着可能存在着某种干涉。情况只是你们不知道初态 
是什么，你们不得不根据概率的观点认为体系在开始的时候处于各种可能的初始 E 然后 
对各种可能性取加权平均。 
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§6-1 变换振幅 

在上一章中，我们用自旋1的体系作为例子,将量子力学的普遍原理概括 如下： 

任何状态4都可用这个状态 在一组 基础态的各个态中的振幅来描述。 

—般说来，从任意一个状态过渡到另一个状态的振幅可写成许多乘积的总和， 
每一个乘积为从初态进入某一基础态的振幅乘以从该基础态到终态的振幅，最后 
每个基础态的项 求和： 


<X u> = I «><*' I ^>- (6.1) 

基础态是相互正交的-个基础态的振幅在另一个基础态中等 于零： 

« I » = (6.2) 

从一个状态过渡到另一个状态的振幅等于其逆过程的振幅的复 共轭： 

(X I <!>)' = <01 X ). (6.3) 

我们还讨论了一下状态可以有不止一个基这一事实，而且我们可以用式 (6.1) 从一个基 
变换到另一个基。例如，假定在基础体系 S 的第 i 基础态中找到状态^的振幅是 〈《 siw , 但 
是后来我们决定宁®用另一组基础态，臂如说用厲于基础体系了的状态）来表示0这个状 
态。在一般公式 (6.1) 中，我们用） T 代替 X ,从而得到下面的 公式： 

0 T | = 20 T I I (6-4) 

状态4在基础态 (） T ) 中的振幅通过一组系数 〈_/ T | iS 〉 和0在基础态 （ iS ) 中的振幅相联系。 
如果有 N 个基础态.那么就有 N * 个这样的系数。这一组系数常常被称为“从 S 表象到 T 
表象的变换矩阵"。这看上去在数学上 是很辣 手的，但是只要稍微改变一下名称，我们就可 
以看到它实际上并非如此之难。如果我们令 C , 为状态在基础态 《_ S 中的振幅一即 
Q = 0 S | ^,) —并令 G 是对于基础体系 T 的相应的振幅一即 G = C / T 丨于是式 
(6. 4) 可以 写成： 

c , = (6.5) 


• 本章是比较长且抽象的一个附带观光,这里并不引进.在以后各章中也不再以其他的方式引进任何 
新槪念。所以你们完全可以跳过这一章，如果以后感兴趣的话可以再回头过来读它。 
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式中心就是 〈 y 丁 us >。 每一个振幅<^等于振幅 c , 乘以对应的系数/?<■后对所有 i 求和。这 
和矢量从一个坐标系到另一坐标系的变换有同样的形式。 

为了避免过分抽象，我们曾对自旋1的情况举过若干个这些系数的例子，使你们能领会 
在实际情况中怎样应用它们。在另一方面.量子力学中有一件极其美妙的事——从存在着 
3个状态这一纯粹的事实以及转动的空间对称性出发，这些系数可以用纯粹抽象推理来推 
出。在此初期阶段就给你们讲解这样的论证有其不利之处，在我们“脚踏实地”之前，你们又 
陷入了另一个抽象问题之中。然而，这是如此之美妙，不管怎样我们还是谈一谈吧。 

在本章里，我们将向你们说明，对于自旋1/2的粒子，怎样求出它的变换系数。我们选 
择自旋1/2的情况而不选择自旋1的情况是由于前者比较容易。我们的问题是，对于施特 
恩-格拉赫装置中分裂为两束的粒子一原子体系一确定它的系数 K ，。 我们要用纯粹的 
推理——加上一些假设——推导出从一个表象到另一个表象的所有变换系数。为了进行 
“纯粹的"推理，作一呰假设常常是必要的!虽然这个论证是抽象的，而且比较复杂，但是所 
得到的结果叙述比较简单并且容易理解一而结果是最重要的事情。如果你们愿 
意，可以把这当作一种文化游览。实际上我们是这样安排的，凡是在这一章里得到的重要结 
果在以后的几章中如果需要的话会用另外的方法导出。所以你们不必担心如果把这一章完 
全略去或留到以后某个时刻再来学习，会使你们学习量子力学时乱了头绪。我们是在这个 
意义上说这是“文化的”游览 ：即试 图表明 M 子力学原理不仅有趣，而且如此深刻，只要再加 
上关于空间结构的少数几个假设,我们就能导出物理体系的许许多多性质。知道 tt 子力学 
的不同结论来自何处也是重要的，因为只要我们的物理定律还是不完全的一正如我们知 
道它们确是如此一弄濟理论和实验不一致的那些地方到底是我们的逻辑最好之处 还是最 
糟之处，是很有趣的。直到现在为止，看来我们的逻辑 M 抽象的地方却总是给出正确的结 
果——它和实验一致。只有当我们试图提出基本粒子内部机理和它们相互作用的特殊模型 
时，我们才不能找到和实验符合的理论。下面要讲的理论无论在什么地方受到检验时，都和 
实验符合一对于奇异粒子以及对于电子、质子等等都如此。 

在我们继续讲下去之前，先谈一个令人烦恼但却很有趣的问 题:不 可能唯一地确定系数 
K ,., 因为概率振幅始终具有某种任意性。假定你们有一组任何种类的振幅，臂如说是通过 
所有不同的路径到达某一地点的振幅，如果在每一个振幅上乘以同样的相位因子一例如 
e » ——你们就得到另一组和原来的一组同样好的振幅。所以对于任何给定的问题中，如果 
你愿意的话，可以任意改变所有振幅的相位。 

假定你们写下多个振幅之和，臂如说是 （A + B + C + …），并取其绝对值的平方以计算 
某个概率。可是另外的某一个人应用振幅之和 (, A ' + B ' + C + -) 并取其绝对值的平方以 
计算同一事物的概率。如果除了因子#之外，所有各个 A '、 B '、 C 7 …与 A 、 B 、 C …都各各 
相等，那么两者取绝对值平方所得出的概率将完全相等，因为此时 （A + B + C + …） 等于 
e »*( A ' + B ' + C / + …）。例如，假定我们要用式 (6. 1) 计算某个东西，但是，我们突然改变了某 
个基础体系的所有相位。每一个振幅 < ilW 都要乘以同样的因子 e -。 同样，振幅也要 
改变但是振幅是振幅 〈 ilW 的共轭复数，所以改变因子 e -* 0 指数上正的和 
负的 必相消 ，于是我们就得到和以前同样的表式。所以这是一个普通的规则。如果对于一 
个给定基础体系，我们使所有的振幅改变同一个相位——或者甚至在任意问题中我们改变 
所有振幅的相位——这不会影响结果。所以在我们的变换矩阵中有着某种选择相位的自 
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由。我们常常要作这种任意的选择一通常按照通用的惯例来作出选择。 

§6-2 变换到转动坐标系 

我们再来考虑上一章曾描写过的“改进的”施特恩-格拉赫装置。一束自旋1/2粒子从 
左边进入装置，一般说来它会分裂成两束，如图 6-1 
所示。（对于自旋1就有三束。）和以前一样，两束 
粒子会重新会聚，除非其中一束被插在中间的“挡 
板”挡住。在图上我们画一个箭头，它表示磁场& 

企的增加方向一就是说指向有尖端的磁极。我 
们用这个箭头来表示任一特定装罝的“向上”坐标 

它相对于装置是固定的，当我们同 
装罝时，可以用这个箭头表示各装 H 的相对取向。 

我们还假设每一个磁铁中的磁场方向总是与此箭 
头 一 致。 

我们说 :在“ 上”射束中的原子是处于对谇装置 
而言的 （+> 的状态中，在“下”射束中的原^^? 

(_) 的状态中。（对于自旋1/2粒子没有“零” 

状态。） 

现在我们把两台改进的施特恩-格拉赫装 H 
串接起来，如图 6-2( a ) 所示。第一台装 S 称为 S , 我们可以用挡住其中的这一束或那一 
束射束的方法来制备纯粹的 （+ S ) 或纯粹的（一 S ) 状态，[图上所示为制备纯粹的 （+ S ) 
态。]对于每一种情况，从 S 出射的粒子都有一定的振幅进入第二台装置中的 （+ T ) 射束 
或 （一 T ) 射束。实际上 ，一 共只有4个振 幅：从 （+ S ) 到（+丁）， （+ S ) 到（一了）， （一 S ) 到 
(+ 了），以及(一 S ) 到（一 T ) 的振幅。这些振幅就是从 S 表象到了表象的变换矩阵心的4 
个系数。我们可以认 为：第 一台装 H “制备”在某一个表象中的特定状态，而第二台装 g 
按照第二个表象来“分析”上面得到的状态。于是，我们要解答的问 题是： 假定处于给定 
状态——譬如说 （+ S ) 态一的原子是用档住 S 装置中某一射束的方法制备的，那么该 
原子通过调节成（臂如说）（一了）态的第二个装置了的机会是多少？当然，其结果依赖于 
S 和 T 这两个系统间的角度。 

我们应当解释 一下： 为什么我们能够希望用演绎法来求出系数 R >。 你们知道很难 
相信如果一个粒子原来的自旋沿 + z 方向排列，以后会有可能发现其自旋指向 + x 方 
向一或者另一个完全任意的方向。实际上，这虽然是几乎不可能的，但并不是绝对不 
可能。它几乎不可能，所以只有一种方法可使上述情况发生，这就是我们可以找到这 
唯一的方法的理由。 

我们可以作出的第一个论 证是： 假定我们建立了如图 6-2( a ) 中的那样一套设备，其中 
有两台装 gS 和了，了对于 S 向上翘起一个角度我们只让 S 通过（+〉射束，而让了通过 
(―>射束。我们将观察到从 S 出来的粒子并通过了的概率有一定的数值。现在假定我们 
用图 6 _2( b ) 的装置进行另一次测量。 S 和 T 的相对取向不变,但整个系统放在空间另一个 


侧视图 



围 6-1 有自旋1/2粒子束通过“改进的" 
施特恩-格拉赫仪器的俯视图和側视图 
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角度的位置上，我们要假设，关于对处于 s 的一个纯粹状态中的粒子进入 r 的某一特定状 
态的概率,这两个实验都会给出同样的数值。换言之，我们假设这种类型的任何实验的结果 
都是相同的一 物理规律 是相同的——无论整套装置在空间中如何取向。(你们会说 :“这 
是显而易见的。” 个假设，只当它符合实际情况时才能认为它是“正确的”。）这意味 

着系数只依赖于在空间的相互关系而不依赖于 S 和了在空间的绝对位置。换一 
种说法,■只依赖于将 S 至了的_，因为图 6-2( a ) 和 6-2( b ) 的相同之处显然是将装置 S 
转到装置了的三维转动，当变换矩阵只依赖于转动时，这里的情形就是如此，它被称作 
转动矩阵。 



为下一步的讨论，我们还需要一点资料。假定我们加上第三台装 S , 我们称它为 I /,它 
以任意的角度接在 T 的后面，如图 6-3( a )。 （初看起来这很讨厌，但这正是抽象思维有趣之 
处一你们只要用划线的办法就可进行 M 不可思议的实验！）现在要问,的变换是 
什么？我们实际上要做的是，当我们已知从 S 到 T 和从 T 到 I ；的变换的前提下，求出从 S 
的某一个状态到 U 某一个状态的振幅。我们接着要讨论 的是了 的两个通道都打开的实验， 
我们可连续两次运用式 (6. 5) 来求出答案。从 S 表象到了表象，我 们有： 

C, = (6.6) 



(a) 


图 6-3 如果 T- 敞开 ”,<b) 和 (a ) 等效 


(b) 
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式中，我们在上加上上标 TS 是为了和了到1/的系数尺^相区别。 

假设处于 LT 表象中基础态的振幅为 CT , 我们可再一次运用式 (6. 5) 把它和 T 振幅联系 
起来; 我们 得到： 

C \ = (6.7) 

i 

将式 (6.6) 和式 （6.7) 结合起来，就得到直接从 S 到 U 的变换。把式 （6.6) 的 C ；' 代入式 
(6. 7), 我们 得到： 

• C "„ = (6.8) 

i •• 

由于 i 在 RiT 中不出现，我们可把对 i 的求和符号也放到前面来，并把上式 写成： 

c ： = Z (6.9) 

< i 

这就是双重变换的公式。 

可是，注意，只要所 有了中 的射束都没有被挡住，从了出射的粒子的状态和进入 T 时 
的状态是相同的。我们就可以直接从 s 表象变换到 U 表象。这应和直接把装置[/接在 S 
后面是一样的，如图 6-3( b )。 在这个情况下，我们可以 写出： 

C k = , (6.10) 

式中就是这一变换的系数。显然，式 (6. 9) 和 (6. 10) 应该给出同一个振幅 C *' 并且不管 
给我们振幅 C , 的初态#是什么，这个结果都应该正确，所以，下式必定 成立： 

= ^R^R?. ( 6 . 11 ) 

i 

换言之，如果参考基的 S "* L 7 任意转动可以看作由连续两次相继的转动 S — 了 和 T — U 组 
成，转动矩阵 KS ； S 可以按照式 (6. 11) 由两次部分转动的矩阵求得。如果你们愿意，你们可以 
直接从式 (6.1) 求出式 (6.11), 因为它只是 <* l ；| iS >= ^( kU \ jT )( jT \ iS ) 的不同记法而已。 

i 

为透彻起见.我们应加上 TM 的附注，不过.它们并非是十分重饗的果努们不應意饗的话珂以略去它窻接《读下一节，我们上面 
所讲的东西不是卜分 正碥的 a 我们 磡实不 齙说式(6.9>和式 <6. :0>必須給出相网的振幅 v 只 ft 在意义上应该相网：所有 的振幅 
可 以相躞 某个共网的相位因子 e- 而并不改变关于真实世畀的 任舸计 算 结果* 所以.代曾式 <6. 11>,我们 真正齙 移说的是： 

e - Rj 5 - («• 12) 

> 

其中 a 是实 常数， 当然.这个顴外的因子〆的意 义是： to 果我们采用矩由此求得的所有振锡与从两次转动況^和尺 73 所得 
到的振鑲部可以相差_样的相位因子我们知道 to 果斷有的振幅龥改变网样的相位 ft 无关駑要的.所以只要我们®意.完全可以® 
略这个相位因子，然而.可以证明 .備如 我们用特定的方法来 定义转 动矩阵，这个鷂外的相位因子就永远不会出现一式 (6. 12) 中的占永 
远等于零。虽然这对于我们以后的 论证并 不重要，但我们可以用关于行湃式的数学定理衆简*地证明一下* [如果你们对行列式知道得 
不多.可以不必为此证明而 SI 以*接貌利式 (6. 15) 的定义•】 

第一，我们应该指出，式 <6. 是两个 矩株的 积"的数学定义 • < ft 成"是 i? 1 〃和I? 73 的乘枳"町齙更簡便一些第二，有一个 
ft 学定理一对于这里的两行两 W 矩阵休们自己艙等很容易证明它一这个定理个矩 R 的的行列式等于它们的行列式的乘 
积。 把这个定理应用于式 (6. 12>.我们得到 

- (Det/^XDetK^). (6. 13) 

(我们省 ft r 下标.因为它们并不告拆我们任何有用的东 西，） 是的 ，2a 是正碗的》 *£ 住我们所处瑁的是两行两列的矩阵：矩阵 
中的毎一项部乘上所以行列式中的毎一个秉积一 它有甬 个因子一 •要 秉上现在取式 （6. 的平方根，并用它来除式 
(6. 12>.我们得 a 
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VDetR^ , yDctR 1 ^ yDctR^ 


(6. 14) 


额外的相位因子不见 r ， 

现在 已淸楚 .假釦我们要使任息给定的表象中的所有娠轜 •归 一化 （休们还记得 .归一化的*思是 'ZiiliXi !^>- D . 转动矩阵就 

* 有像 — 的钝粹*数指数的行列式，（我们不去证明它，休们将 会看涮 ，它们籌是这样的 》) 所以，只要我们愿意，我们可以这样来进行选 
择，使 DeiR = 丨.我们的转动矩阵具有_一的相位，具休的做法是这样的，假设我们以某种任意的方式求出了转动矩阵 R . 作为一条 
规則.我们通过 定义： 


尺轉癯 = 



把变换标准形式' 因为我们可在/?的毎一項上樂以相同的相位因子以浔涮我们所要的相位，所以我们可以做到这一要求，下面 
我们总是《定我们的矩阵已经变癀成 ••标凄形式 '于是我们可以运用式 (6. 11>而不霈饔有任钶0外的相位因子， 


§6-3 绕 z 轴的转动 

我们现在准备找出两个不同表象之间的变换矩阵。有了合成转动的法则以及空间没 
有特殊方向的假设，我们就有了求出任意转动矩阵的钥匙。解答只有一个，我们从对应 
于绕 z 轴转动的变换开始。假设两台装 HS 和 T , 串联安放在一直线上，它们的轴平行， 
从图指向外，如图 6-4(8) 所示。我们取此方向为、轴"。确实，若射束的路径在 S 装罝中 
向“上"（向着+幻偏移，那么在 T 装 g 中也将如此。同样，如果射束在 S 装 S 中向下偏 
移，它在 T 装 H 也将向下。假定了装 H 被放在另一个角度上，但其轴仍旧平行于 S 的轴， 
如图 6-4< b )。 根据直觉你们会说在 S 中的 （+ ) 射束到达了中仍旧是 （+ ) 射束，因为 S 
和 了的磁 场和磁场梯度仍旧在同样的物理方向上。这是十分正确的。同样 S 中的（一） 
射束在 T 中仍旧是（一）射束。对于了在 S 的 xy 平面中的任意取向都可得出同样的结 
果。关于 C ；= <+ T | 0>. C-= <- T I 以及 C +=〈+ S | 必. C _= <- S | 0 之间的 
关系，上面的结论可以告诉我们些什么呢？你们也许会得出这样的结论 ：绕“ 参考系、轴 
的任意转动使射束“向上”或“向下••偏移的基础态的振幅仍和先前一样。我们可以写出： 
C + = c + 以及 d = C - 但这是不正确的。我们所 態作出的结论 只是： 经过这样的转动 
之后，在 S 装 g 中和了装 H 中处于“向上"射束的概率相同 ，即： 

I c；i = i c +丨 和 | cr_i = i c-i. 


我们不能认为，对于图 6-4( a ) 和 （ b ) 中了装 g 的两个不同取向，有关7■装黄的振幅的相位 
不会不同。 

图 6-4 的 U ) 和 ( b 〉 中的两个装置实际上是不一样的，我们可以由下述方法看出这一点。 
假定我们把一台产生纯粹 (+ x ) 态的装罝放在 S 的前面。 （_ r 轴指向图的下端。）这些粒子 
在 S 中会分裂成（+ 2 )和 （_ Z ) 射束，但是这两束射束在 S 的出口 P , 处重新结合得到 
(+工）态。 在了中 又发生同样的过程。假如在 了后面 接着放上第三台装置 C ；, 它的轴沿着 
(+ x ) 方向，如图 6-5( a ) 所示,所有的粒子都将进入 I ；的 （+ ) 射束中。现在 把了和 C ； 一起 
转过 90" 到达图 6-5( b ) 所示的位置,设想一下将会发生些什么。同样，从了仪器出射的 g 
就是进入 T 仪器的状态，所以进入 U 的粒子是处在对于 S 为 (+ x ) 的状态。但是现在的1/ 
是相对于 S 为 （+; y ) 状态分析的，这是不同的状态。（根据对称性，我们将预期只有一半粒 
子通过。） 



围 6- S 处于 （+ 1 ) 态的粒子在 <«) 和 ( b > 中有不同的行为 

什么因家变了呢？装 M 了和 U 仍处在相同的相对构 I 理关系中。仅仅是因为 T 和 I ；处 
在另一个不同的方向上就能使物理规律改变吗?我们假设是物理规律不应改变。答 
案只能是这样，对于 T 的埠幅在图 6-5 的两种情况下是不同的一所以在图 6-4 的两种情 
况下也是不同的。粒子必定有某种方法知道它在&点拐了一个弯。怎么会知道呢？我们 
已确定的是 cn 和 C , 的大小在这两种情况中是相同的,但是它们可能—事实上—— 
具有不同的我们得出结论, C '+ 和 C + 必定由下列关系联系起来： 

(4= e rt C + . 

^和 C - 必定由下列关系联系 起来： 

C - = c * C . , 

其中 A 和^是实数，它们必定以某种方式与 S 和 T 之间的角度相联系。 

目前我们关于 A 和户可以说的仅仅是它们一定不相等。[除了图 6-5( a ) 所表示的特殊 
情况，这时 T 和 S 有相同的取向。]我们曾看到，所有的振幅同时改变相同的相位时不会有 
什么物理后果。由于同一理由，我们总可以在 A 和^上加上同样的任意数值而不改变任何 
东西。所以我们可以这样选择 A 和使其分别等于某一数的正负值，即我们总可 以取: 
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于是 


A = A — 


U+") 


U +户） 



所以为了方便'我们取# =— A 。 于是我们得到参考装置绕 Z 轴转动某一角度的普遍法则， 
其变换是 

C ； = e + a C + , = n (6. 16) 

振幅的绝对值不变.只是相位不同。这些相位因子造成了图 6-5 中两个实验的不同结果。 

现在我们想要知道联系 A 与 S 和 T 之间角度的定律。我们已经知道一种特殊情况的 
答案。如果角度为零，则 A 也为零。现在我们假设，当 S 和了之间的角度 W 见图6- 4 )趋近 
于零时，相移 A 是 > 的连续函数——这仅仅看3是合理的。换言之，如果将 T 从通过 S 
的直线转过很小的角度 <,这时 A 也是一个很小的数臂如说等于 m 是某一个数，因为 
我们可以证明 A 必正比于所以我们可以这样写。假定我们在了后面放上另一台装界了'， 
它和了成角度 <，因而就和 S 成角度2<。于是对于7\我们 得到： 

C,= e-c,. 

对于 T 7 , 我 们有： 

C \= e - C ； = e ^ C -,. 

但是我们知逍，如果我们把 7" 直接接在 S 后面,我们应当得到同样的结果。这样，如果角度 
加倍相位也要加倍。显然我们可以把这一论证推广，并且完全可以通过一系列无限小的转 
动以构成任意的转动。我们得到结 论:对 于任意的角度 A A 正比于转过的角度。因此我们 
可以写 下；1 = ^。 

于是，我们得到的一般结果 是：当 T •绕 z 轴相对于 S 转过角度4时， 

C \= e "* C t , Cl = e -* C -. (6. 17) 

对于角度 4 以及我们以后将要讲到的所有转动，我们采用标准的 约定: 正的转动是对于参考 
轴正方向的右手旋转，正的 it 表示向正=方向前进的右手螺旋的转动。 

我们现在要求出 m 应当等于多少？首先，我们可以试一下这样来论证 ：假定 了转过 
360°,显然它正好回到原来零度的位 g ,我们应当有 d = C , 以及 Cl = C ,或者和这意义相 
同的 式子： e - 2 * = 1。我们得到 m = 1。这个论证是错误的!为了看出这是错误的，我们来考 
虑7■转过180°的情况。假如 历等于 1 =— C + ,匕= PC - s — C — 。然 

而.这恰好又是原始状态，两个振幅都正好 乘上一 1,于是它回复为原始的物理体系。(这又 
是一个共同相位变化的情况。)这意味着如果图 6-5( b ) 中了和 S 间的角度增加到180°,这个 
系统(对于: H 就和0°的情形不可区分，粒子重又通过 L 7 装置的 （+ > 状态。尽管在180°,但 
U 装置的 （+ > 态是原来 S 装置的（一: r ) 态，因而 (+ x ) 态就变成 （一 z ) 态。但是，我们并没 


• 从另一个角度来看.我们只是利用式 (6.15) 把变换纳入 §6-2 所描写的••标准 形式" 中。 
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有改变原始状态,这个答案是错误的。我们不能令 m = l 。 

1们具有的情况必须是转动 36 0°,并且没有比 36 0°卑小的角度能够再得到同样的物理 
状态。如果 m = 1/2就可以满足这个条件。这样，只有这样，再得到同样的物理状态的第一 
个角度是4 = 360° • 它 给出： 

$ 二二 | 绕 z 轴转 360°. (6.18) 

如果你们使装3转过360°,你将得到新的振幅，这是非常奇怪的说法。然而这实在不是什 
么新东西，因为共同改变符号并没有给出任何不同的物理状态。假定另外某一个人决定改 
变所有振幅的符号，因为他认为他已经把装罝转过了 360' 这完全正确，他仍得到同样的物 
理状态"。于是,我们的最后答 案是： 如果我们已经知道自旋1 /2粒子对于参考系 S 的振幅 
C 4 和 C — ，然后我们应用对于 T 的基础系统<了为将 S 绕^轴转动#所得 出的） ，用旧的振幅 
表示的新振 幅为： 

Of — 1 

〆 = e .扣 c [^轴转动么 (6.19) 

§6-4 绕轴转动180°和90° 


下面，我们要求 T 相对于 S 绕垂直于2轴的某一个轴——臂如说>■轴一转动180°的 
变换关系。（在图 6-1 中我们已规定了坐标 轴。〉 

换言之，我们从两个全同的施特恩-格拉赫设备开 
始，不过其中第二台装 H T 对于第一台 S 来说是 
“上下倒 PT 的，如图6-6。现在设想粒子像一个 



小小的磁偶极子，处在 （+ S > 态的一个粒子—— 
所以它在第一台装 H 中走上面的通道一在第二 
台装 H 中也走上面的通道，所以它对于了来说是 



在“负的”状态中。（在倒放的 T 装 R 中，场和它 BB 6-6 绕; y 轴转动 18(/ 


的梯度的方向都是倒转的。对于一个带有一定方 

向磁矩的粒子来说，力是不变的）。不管怎样，对于 s 来说是 ••向 上”的，对于 r 而言就是“向 
下"的。那么，对于 S 和了这 样的相对位罝，我们认为变换必定给出 


I (41 = 1 C - I . I C 1| = | CJ . 


和以前一样,我们不能排除某个附加的相位因子 ，（ 对于绕轴180°的旋转)我们可以有 

C ；= e ， C - 和 Cl = e ' r C t , (6. 20) 


其中和 y 仍然是要求的。 


• 可以看出 m =_ i / s 也行。然而.我们从式(6_ m 中看到.符号的改变只是重新规定自旋向上的粒子 
的符号而已。 

** 同样，假如某一物体经过一系列微小转动后，其净效果正好回到原来的取向，如果你们跟踪它的整个 
历史就可以定义它转动了 36 (T —以区别于净转动为零。（非常有趣的是，对于720•的净转动这是壬正确 的。） 
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绕 y 轴旋转360°又是怎样的情况呢？我们已经知道绕 z 轴旋转360°的答案——在各 
个状态中的振幅都改变符号。随便绕哪一个坐标轴旋转360°仍旧回到原来位置。对于绕 
任意轴旋转360°的结果必定和绕 Z 轴旋转360°的结果相同——所有的振幅仅仅改变符号。 
^我们想象绕：V轴的两次连续旋转180°——运用公式 （6. 20) —我们应当得到式 
(6. 18) 的结果，换言之， 

C* = ^ C '- = e 〜忙+ =- C+ 


以及 


C-= e n C ' + = & T e ^ C - =- C_. 


( 6 . 21 ) 


这两个式子意 味着： 


t * e' r =- 1 或 e' 7 =- e ^. 


所以，绕 y 轴旋转180°的变换就可以写成 

C；= e * C - , C -=- n (6. 22) 


上面的论证同样适用于绕 xy 平面中的轴旋转180°,当然，不同的轴/?的数值是不 
同的。然而，这也是它们唯一可以不同之处。#取什么数值具有一定的任意性，但是对于 
平面上的一个旋转轴，这个数值一经确定以后，对于同一平面上其他任意的旋转轴的数 
值也就确定了。习惯上对于绕 > 轴旋转180°选取 fi =0。 

为了证明我们可以作这样的选择，我们假定绕^轴旋转时#不等于零。那么我们可以 
证明：在 xy 平面上可以找到另外的某一个神，绕这一个轴旋转时，相应的相位因子 将等于 
f。 图 6-7(a ) 上表示一个和我们求对于 A 轴的相位因子办。 

楚起见，图上所画的 o 是一个负数，但这是无关紧要的。)假定开始的时候 T 装1和 S 装 K 
在一直线上，然后了装贾绕 A 轴旋转180°,旋转以后 T 装 g 的3个坐标轴一我们用 x", 
/和来标记一表示在图 6-7(a) 中。于是，对于 T 的振 幅是： 

C \= e^C. , C r - =- e^C + . (6. 23) 


我们可以通过图上 （b) 和 (c> 所表示的两次连续转动,使装罝转到同样的方向上。第一， 
我们想象装对于装罝 S 绕: v 轴旋转180%图 6-7(b ) 中:/和 *：' 表示 L7 的坐标轴。 
对于 U 的振幅由式 (6. 22 ) 给出。 

'^现 在注意，我们可以通过绕 U 装置的 Z 轴旋转，即绕轴旋转，从 U 到达 T, 如图 6-7(c) 
所示。你们从图上可以看到，需要转动的角度为 a 的两倍，但是方向相反(对于 z' 而言）。应 
用式 (6. 19) 的变换，令# =一 2a. 我们得到 

C: = e--C； , C- = e^Cl. (6. 24) 

结合式 (6. 24) 和 (6. 22), 我们 得到： 

C+= e'^C-, C* =- e 令 •>C + . (6. 25) 

这些振幅一定和我们在式 (6. 23) 中得到的相同。所以办与 0 及#必定以下式相 联系： 

Pa = p - o . (6.26) 

这个式子意味着当 A 轴和 (S 的); y 轴之间的夹角 0 等于卢时，绕 A 轴旋转180°的变换将有 
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图 6-7 绕 A 轴旋转1 W 等效于先绕: y 轴旋转180 # 再绕〆轴旋转 

Pa = 0 o 

只要垂直于 2： 轴的^轴，具有沒= 0, 我们就可把它选作^轴。这纯粹是^5的问 
题,在普通的情况中我们用它。我们的结 果是: 对于绕^轴作180°的旋转，我 

| 绕: y 轴旋转 180°. (6.27) 

当考虑； V 轴时，我们接着来求绕 3" 轴转90°的变换矩阵。因为我们知道绕同一个轴接 
连两次旋转90°等于旋转180°,所以可求出这一变换矩阵。我们从把对90°的变换写成《普 
遍的形式 开始： 

C t =aC t + bC-, Cf-=(C^+dC-. (6. 28) 

绕同一个轴的第二次90°旋转将具有同样的 系数： 

CX+6C , — , C’- = cC\+dC^.' (6. 29) 

把式 (6. 28) 和 (6. 29) 结合起来, 得到： 

C\= a(aC + + 1C.) + b(cC^.+ dC-), (6.30) 

C* = c(oC^+4C_)4 - d(cC + + dC-). 

然而，从式 (6. 27) 我们 知道： 

C * + = C -, c *=- c + , 

所以，我们必定有： 

ab +bd = 1. 

a 1 +bc = 0, (6.31) 

ac cd = 一 1, 

bc + d 1 = o . 

从这四个方程式足以确定所有的未知数 a , 6, c 和 d 。 这是不难做到的。考察第二个和第 
四个方程式。由之推得 a 2 =/，这意味着 a = d , 或者 a =_< f 。 但是 d 要去掉，因为 
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如果这个关系成立的话第一个方程式就不正确了，所以 d = a 0 利用这一关系式我们立即可 
以得到6 = 1 /2 a 以及 c =- l /2 a c 现在我们把各个未知数用 a 表示。譬如，把第二个方程式 
全部用 a 表示： 




这个方程式有四个不同的解，但其中只有两个给出行列式的标准值。我们可以取1/及 ; 
于是* 

a = 1/V2, 6 = 1 /V2 , 

c =— 1 /"/2, d = 1 /V2. 


换言之，对于两台装罝 S 和 T , T 对 S 绕 y 轴旋转90°,变换 式为： 


O '* = 
C -= 


士 ( C ++ C -) 

, 90°. 

★ (- C ++ C -) 


(6. 32) 


当然，我们可以从这些方程式解出 C + 和 C - ，这就给出绕: y 轴转动色90°的变换。交换 
撇”号，将得出结论 


。十 +-_ a) 

C -= -^( C + + C -) 


绕: y 轴旋转一 90' 


(6. 33) 


§6-5 绕 X 轴的转动 

你们可能 会想: “这样越来越荒谬。接下来他们将做些什么？绕>> 轴旋转47\然后绕 X 
轴旋转33°等，一直这样求下去吗? ”不，我们就要结束了。只用两个我们已经求出的变 
换—— 绕 y 轴旋转90% 以及绕 z 轴转任意的角度（如果你还记得，我们在一开始就已经把 
它算出来了)——我们就完全可以做到任意的转动。 

作为一个例证，我们讨论绕 I 轴旋转角度 0 。我们知道如何处理绕 * 轴旋转角度 0 ，但 
是我们现在要的是绕工轴旋转。怎样求呢？第一步，把 z 轴转到 x 的位置一这就是图 
6-8 所示的绕; y 轴旋转90"。然后绕 z '转过角度 0 。再绕/旋转一90%三次旋转的净效果 
和绕 x 轴旋转 a 角度是相同的。这是空间的特性。 

(这些组合旋转的过程以及它们产生的结果很难直观地掌握。这是比较陌生的，虽然我 
们生活在三维空间中，但是这样转一转，然后那样转一转会得到些什么结果，对我们来说是 
很难领会的。假如我们是鱼或者是鸟，真正体会过在空中翻筋斗时发生些什么，或许我们就 
比较容易理解这些东西。） 


• 另一个 解改变 a , 6, <：和</的所有符号，它相当于_270•的旋转。 



» 6-8 绕: r 轴旋转 a 等效于 ：<a) 绕 y 旋转 + 90 •.接着 （b) 绕〆旋转 0 ，接着 (c) 绕 / 旋转 一90。 


不管怎样，现在让我们应用已知的结论来求出绕工轴旋转 a 的变换关系。第一步绕 
轴旋转+ 90°,振幅按照式 (6. 32) 改变。我们把旋转后的坐标轴叫做 V 、:/和第二步绕 
〆 转动角度<»，我们就得到坐标系/、/、 对此： 

C* = e-^C；, C* = e-^C-. 

最后一次绕/轴作 _90° 旋转使我们得到 x ' '、 '，由式 (6. 33) 

c *；= 古 ( c * + - c *—>. 

C 1= 古 ( c *++ c *_). 

把上面这两个变换式结合起来，我们 得到： 

C ， + = 

V2 

C._ = -^(e^C^+e ^C-). 

应用对于 C '+ 和 Ci 的方程式 (6. 32), 我们得到完整的 变换： 

C* + = 11 e+ ， C + + C_) - e - 以 (-C++ C— 〉 I. 

C w -=j\ … (C++ C— ) + e-^ (- C++ C_ ) I. 


= 2cos d y 和 e* — e _# = 2isin 0, 


可把上面的公式写成比较简单的形式，于是 得到： 


C，= (cos-|)c + +i(sin-|)C- 
C"L = i(sin -|-JC + + ^cos -|-jC- 


绕 i 轴旋转 a . 
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这就是绕 ~ r 轴旋转任韋角度 a 的变换。它比其他的变换只是稍微复杂一点。 

§6-6 任意的旋转 

现在我们可以知道对于完全任意的角度应怎样进行变换。首先，我们知道，两个坐标系 

之间的任意相对取向可用图 6-9 所示的3个 
角度来描写。假定我们有一组对于 x , ： y 和 
z 而言具有完全任意取向的坐标系 y 和 
我们可用3个欧拉角 0 ，足 y 来描写这两 
个坐标系之间的关系。欧拉角规定了从坐 
标系 x , a * 变为坐标系： c ', ;/, 〆 的3次 
连续转动。从 H z 开始，我们把坐标绕* 
轴转过角度 A : r 轴转到直线 x ,, 然后绕这 
临时的 ： r 轴 （即； c ,) 旋转 0 ，把* :转至 〆 。最 
后，绕新的^轴（即旋转角度 y , 就使: r 轴 
变为: r ', : y 轴变为 ；/• 。我们已经知道这3 
次旋转的每一次旋转的变换关系一它们由 
BB 6-9 任意坐标系相对于另一坐标 式 ( 6 . I 9 )和（ 6 .3 4 )所给出。以适当的顺序把 

系 _ T , : y , * 的取向可以用欧拉角 a . 尽 y 来规定 它们结合起来，我们 得到： 



所以仅仅从关于空间性质的某些假设出发，我们就导出了完全任意的旋转的变换关系 
式。这就意味着，如果我们知道了处于任一状态的自旋为1/2的粒子进入坐标为 ： r , y , Z 
的施特恩-格拉赫装 ss 的两束射束的振幅.我们就可以算出这种粒子进入坐标为; c ', y , 
〆 的装 HT 中某一射束粒子的比例。换言之，假如我们已经知道自旋为1/2的粒子的状态 
A 它们在: r , ： y , z 坐标系中相对于 2 轴向“上”和向“下”的振幅是 C +=<+|0〉 和 C =<_| 必， 
我们也就知道了相对于另一任意坐标系/, ：/, /的 /轴向 “上”和向“下”的振幅。方程式 
(6. 35) 中4个系数是“变换矩阵”中的项，有了它们,就可把自旋为1/2的粒子的振幅投影到 
另一任意的坐标系中。 

现在举几个例子来说明怎样进行这种变换。我们来讨论下面这个简单的问题。将一个 
自旋1/2的原子放入只能透过 (+ z ) 态的施特恩-格拉赫装置中。这个原子进入 （+ x ) 态 
的振幅是什么？ + x 轴与系统绕 y 轴旋转90•后的轴相同。对这个问题，用式 (6. 32) 最 
为简单一虽然你们也可应用式 (6. 35) 这个完整的方程式。因为二=1, C _= 0,我们得 

* 稍微花一点功夫你们就可以看出，通过下述绕原来的坐标轴作三次旋转也能够把 I , : z 变换为; T ', 
/. * :①绕 原来的 z 轴旋转角度 y; ②绕 原来的轴旋转角度③绕原来的 r 轴旋转角度氏 
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到 C ' + = 1/ V 2 0 概率就等于这些振幅的绝对值的平方，从而粒子有50%的机会通过选择 
(+ x ) 态的装置。如果我们问的是（_工）态，振幅就是_〗/#,它仍旧给出概率为1/2— 
正如你们从空间的对称性所预期的。所以，如果粒子处于 （+ z ) 态，它有同样的可能性进入 
(+ X ) 态和(一 •!） 态，只不过相位是相反的。 

对于^轴也同样合适，在 （+ Z ) 态中的粒 
子进入 (+>) 或进入 (->) 的机会是50对50, 

然而，在这种情况下（应用绕 x 轴 旋转一 90°的 
公式），振幅为1 A /5 ■和 一 i /#。 这一次两个振 
幅的相位差为90°,这和 （+ t ) 和 (- X ) 相位差 
为180°不同。事实上，这里显示出了 I 和; y 之 
间的区别。 

作为最后一个例子，假定已知在状态分中 
的自旋为1/2的粒子是对于某个轴 A “向上"极 
化的。 A 轴由图 6-10 中的0和4决定。我们 
要求出粒子对于 z 轴“向上"的振幅 C + 和对于 
向下”的振幅 C -。 我们可以这样来求这两 
个振幅 ：设想 A 是一个坐标系的 z 轴，这个坐 图 6 _10由极角和 * 定义的 A 轴 

标系的: r 轴指向随便哪一个方向——锷如 A 

和2组成的平面上，然后可以通过3次旋转使 A 的坐标系和 X . y , z 重合。首先，绕 A 轴旋 
转一 it /2, 于是 o •轴落到图上的直线 B 上，然后绕直线 B (坐标系 A 的 新的； r 轴)旋转0使 A 
和 Z 轴重合。 鲅后 ，绕 z 轴旋转角度 U /2 — W 。 记住,我们只有对于 A 为 （+ ) 的状态，我们 
得到 

C + = cos Y e = s ' n Y e，4，t ' (6. 36) 

最后，我们将以表格形式总结一下本章的结果，这对我们以后的工作是有用的。首先要 
提醒你们，式 (6. 35) 中的主要结果可以用另外的符号来表示。注意式 (6. 35) 和 (6. 4) 是同一 
回事。这就是说，式 (6. 35) 中的系数 C + = <+5|0和（：-=〈一5丨0就是式(6.4)中的振 
幅〈)710—处于 S 的； 态中的粒子进入了的 j 态的振幅（了相对于 S 的取向由 a , /?, y 
表 示）。 在式 (6. 6) 中我们也把它叫作 K ； 5 。 （我们的符号太多了！）例如， =〈一 TI + S > 
就是在 C '_ 的公式中 C + 的系数，即因此，我们把我们的结果总结一下排列 
在表 6-1 中。 



表 6-1 由图 6-9 的欧拉角 0 ，沒， y 所定义的旋转的振幅 <_/ TUS > 
(<i» y) 
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将某些已经求出的简单的特殊情况的振幅列出来，在使用时往往十分方便。令 R.W 
代表绕 z 轴转过角度#的旋转。它也可以代表相应的旋转矩阵（略去下标 《' 和>，这很容易 
理 解〉。 按照同样的精神,和 R , (幻分别代表绕: r 轴和绕 y 轴旋转角度4。在表 6-2 中 
我们写出矩阵一振幅 〈) T | iS > 的表——这些是从 S 坐标系投影到了坐标系的矩阵元，了 
是从 S 经过指定的旋转得到的。 

表 6-2 绕=轴, _ r 轴或 _ y 轴转过角度多的旋转 R (# 的振幅 





第 7 章振幅对时间的依赖关系 

§7-1 静止的原子 | •定态 

我们现在要谈一些概率幅在时间中的行为。之所以只讲“一些”，是因为时间中的实际 
行为必然涉及到空间中的行为。因此，如果我们正确而详尽地处理这个问题,我们立刻就遇 
到最复杂的可能情况。我们总是处于这种困境,究竟是选用一种逻辑上严密然而颇为抽象 
的方式来处理问题，还是选用一种全然木严格、然而能使人对真实情况获得某种概念的方式 
来处理问题一将更仔细的讨论留到以后去。就能 里相关 性而言，我们将采用第二种做法。 
我们将作出一系列陈述。我们不要求严格.只是把业已发现的事实告诉你们，使你们对振幅 
作为时间的函数的特性得到一些感觉。当我们继续讲下去时，描述的梢确性将逐渐增加，所 
以不要感到不安，似乎我们是在凭空捏造。当然，它确实是完全凭空的一凭借实验以及人 
类想象之空。但是重温历史的发展要花费太多时间，所以我们必须从其中某个阶段开始。 
我们可以埋头于抽象方式,并推导出一切——然而这么_来你们不易理解——或者，也可以 
诉诸于大 a 实验来证实每个论述。我们选取了介于上述两者之间的做法。 

虚空空间中只有一个电子时，在一定条件下，它可以有确定的能罱。例如，假使它静止 
糖 (就是它不作平动，也就没有动置或动能），它具有静止能《。像原子这样较复杂的粒子在 
静止时也可以有确定的能 *, 但它也可能由于内部激发而处在另一个能级上。（我们将在以 
后叙述其中机理。）我们常常可以把处在激发态的原子看作具有确定的能最.但这实际上只 
是近似正确而已。原子不会永远停留在激发态上，因为它会通过和电磁场相互作用而释放 
能 M。 所以，就有产生新状态的振幅一原子跃迁到较低的状态，而电磁场则变为较高的激 
发态。系统的总能量前后不变，但原子的能量减少了。所以,一个受激原子具有确定的能 tt 
这种说法是不精确的，不过这样说是方便的，而且并不十分错误。 

[附带提一下，为什么原子这样变化而不那样变化？为什么原子辐射光？答案必定与熵 
有关。当能量处在电磁场中时，这些能通有‘如此多的存在方式一有如此多的地方供它徘 
徊——如果我们寻求平衡条件的话，我们发现最可能的情况是电磁场受到激发增加光子，原子 
退激发。要经过很长的时间后光子再返回来，并且发现它会将原子重新激发。这与以下这个 
经典问题非常类似 :为什 么加速运动的电荷会辐射？这并不意味着它“想要”丢掉能量，因为实 
际上当它辐射时,世界的总能量依然与辐射前一样。辐射或吸收沿着搜增加的方向进行。] 
原子核也可处于不同能级，在不计电磁效应的近似下，我们可以 i 有一个处于激发态的 
原子核。虽然我们知道它不会永远停留在该状态，但是，从一种多少理想化了的而又易于思考 
的近似情况着手往往是有用的。在一定的情况下这种近似常常也是合理的。（当我们最初介 
绍自由落体的经典定律时，并没有把摩擦考虑进去，但几乎从未有过一点摩擦也没有的情况。） 
还存在着一些亚核“奇异粒子”，它们具有不同的质量。但较粒子为其他的 
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轻粒子，因此说它们具有精确确定的能量也不正确。只当它们永远不发生变化这样说才是 
正确的。所以，在我们当作它们具有确定能量这一近似时，忽略了这些粒子必定分裂这一事 
实。目前，我们有意忘掉这种过程，以后再来学习怎样将它们考虑进去。 

假设有个原子一或电子，或任何粒子一在静止时具有确定能置 E。。 所谓£。指的 
是总质量乘以 c z 。 这种质量包括了所有 内能; 所以受激原子具有的质量与处在基态的同样 
原子的质量不同。 （1 态的意思是能量最低。)我们称 E。 为“静止能量”。 

对于静止的原¥7在各个地方找到它的量子力学振幅 处处相同 ，它与位罝无关。当然， 
这意味着 ii 何地方找到原子的概率都相同。不过，这里的含义。概率可以和位 
置无关，但振_的相位则可以随着地点而改变。但对静止的粒子来说，整个振幅处处一样， 
然而它实•间。对于处在具有确定能量£。的状态的粒子来说，在 U , 幻处 
和时刻 /找到 粒子的是 

(7. 1) 

这里 a 是某个常数。此振幅对空间任一点都相同，但它按照式 (7.1) 依赖于时间。我们就假 
定这一法则是正 确的。 

当然，式 (7.1) 也可写成 

(7.2) 

这里 

Aa» = Eo = Me 1 , 


M 是原子或粒子的静质址。这里可以用三种不同的方式来表示能最：振幅的频率，经典意 
义的能 M, 或者惯性质 M。 它们彼此等价，只不过是同一事物的不同说法而已。 

你们可能认为，想象一个在整个空间各个地点找到它的振幅都相等的“粒子”未免太不 
可思议了。无论如何，我们平常总将“粒子”想象为位于“某一地点”的一个小物体。但是，不 
要忘记不确定性原理。如果一个粒子有确定能 M, 它也就有确定的 动量。 如 果动嫌 的不确 
定嫌为零，那么不确定性原理 A 告诉我们，位 g 的不确定置必定无限大，这正是我 
们所说的在空间中所有各点找到粒子的振幅都相等这句话的意义。 

如果原子内部具有不同总能量的不同状态，那么振幅随时间的变化就不相同。如果你 
不知道它究竟处于哪种状态，那么它有一定的振幅处于某一状态，也有一定的振幅处于另一 
状态，而这些振幅各有不同的频率。在这些不同的分量之间将出现如拍音那样的干涉现象， 
这将表现为变化的概率。在原子内将有某种事情“发生”——即使从质心没有漂移这个意义 
上来说，整个原子是“静止”的。然而，如果原子有一个确定的能缳，振幅由式 (7. 1) 给出，而 
其绝对值平方与时间无关。由此你们可以看出，如果一个东西有确定能量而我们去追问任 
何有关于它的^问题的话，答案将与时间无关。但是如果能量确定，虽然揮_随时间而 
变，但它按虚指化，因而绝对值不变。 

这就是为什么我们常说在确定能级上的原子在定态之中。假定你们对原子内部进行任 
何测量，你们将会发现没有一个量（的概率)会随时间而变化。为使概率随时间变化，必须使 
不同频率的两个振幅相干，而这就意味着我们不可能知道能最是多少。粒子将具有一定的 
振幅处在一种能量状态，又具有一定的振幅处 在另一 种能量状态。这就是当某种东西的 g 
$随时间而变时量子力学对它的描述。 
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如果有这么一种“情况”，它是两种能量不同的状态的混合，那么原来各状态的振幅就按 
式 (7. 2〉随时间而变化，例如 

e W >， 及 (7.3) 

如果这二者组合起来，我们就得到干涉。但我们注意到，如在两种能董上都加上一常数，这 
将亳无影响。如果另外某人采用一种不同的能量标度，使所有能量增加（或减少）同一个常 
量，臂如说 A —那么在他看来，两种状态的振幅将是 

及 e -^ Au n (7.4) 

所有振幅都将乘上同样的因子因而所有的线性组合或干涉都有同样的因子。在取 
绝对值平方求概率时，所有的答案都相同。能置标度的原点选择不会造成任何差异,我们可 
以从我们想选取的任何零点起测量能量。对于相对论的要求来说，测置能置时将静质量也 
包括在内较好，但对许多非相对论性的情况.从出现的所有能置中都减去某个标准量值常常 
是有益的。例如，就原子来说，减去 M . c 2 通常较方便，这里 M , 是所有各个单独部分——核 
与电子一的总质屋，它当然与整个原子的质量不同。在另一些问题中，从所有能 M 中减去 
M , c 2 较为有用，这里 M , 是处在基态的整个原子的质于是出现的能量只是原子的激发 
能。所以，有时我们可以将点移动很大的一个常置，如果在某个计算中将所有能量 
都作同样数 M 的移动，则不会造成任何差别。关于静止粒子我们就讲这些。 

§7-2 匀速运动 

如果我们认为相对论是正确的.那么在一个惯性系中静止的粒子在另一个惯性系中观 
察可能作匀速运动。在粒子静止的参考系中，概率振幅对所有的 u 及 z 都相同，但它将 
随时间 f 而变化。振幅的大小对所有 < 都相同，但相 
@则依赖于 如果画出作 i 与《的函数关系等 i 
&线一臂如说零相位线——我们就可得到一种表示 
振幅行为的图。对于静止的粒子，这些等相位线平行 
于轴而在/轴上等间隔分布，如图 7-1 的虚线所示。 

另一个不同的参考系一 X , y , t ' ——相 
对于粒子在臂如说; c 方向上运动，空间任一点的坐 
标 x ' 与，通过洛伦兹变换和 I 与 < 相联系着。如图 
7-1 中那样画出: r ' 与/轴，就可将这种变换用图来表 
示。（见第1卷第17章图17-2。）你们可以看出，在 
I 、'系中等相位 ， 点沿着/轴的间隔与 < 轴的不相 

同，因而时间变化频率是不相同的。同样，相位随/ s 7-1 在不同的 i - r 系统中静止 
也有变化，所以概率振幅必定也是/的函数。 粒子振幅的相对论性变换 


• 这里我们假设在两个参考系中对应的点具有相同的相位值。然而这是个徹妙的问题.因为*子力 
学振幅的相位在很大程度上是任意的。为了完全证明这个假设.需要对两个或者多个振幅之间的干涉进 
行更仔细的讨论。 
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对以速度 d 沿着负 x 方向运动的洛伦兹变换中 f 与，之间的关系是 

VI -r/ / c 4 

所以现在振幅的变化方式就是 

e -(i/»)E 0 . ― e -(i/»)(£ 0 l , //l-.* A* ✓l-» , Ar , ) • 

在带撇的系统中它既随时间变化，也随空间变化。如果我们把振幅写成 


就可以看出 E ； = Eo / yi -^/ r * 是在经典物理含义上对一个静止能量为 E 。 而以速度 T ； 运 
动的粒子所求得的能置，而 〆 = Kv / c 1 是相应的粒子动量。 

你们知道 A = y, Z) 及 />, = (E, />„/>,, />■) 都是四维矢量，而 /vx, = Et — 
p. X 是个标 量不变 世。在粒子的静止参考系中就是 £t ，所以如果变换到另一个坐标 
系中，&应代之以 

Eft '- p ' - x '. 


于是，动量为 P 的粒子的概率幅将正比于 


这里 E , 是动 置为/ >的粒子的能置，即 


(7.5) 


E f = V ( pc ) l + El , (7.6) 

像前面一样，上式 E 。 是静能。对于非相对论性问题. 

E , = (7.7) 

这里 W , 是原子各组成部分的静能之外的能 M 。 一般地讲, W , 既包括原子动能，也包 
括可称之为“内”能的结合能或激发能。可以写成 


而振幅是 




(7.8) 

(7.9) 


由于我们一般进行的是非相对论性计算,所以将使用概率幅的这个表达式。 

注意，根据我们的相对论性变换，无须任何附加假设，就可得出在空间运动的原子的振 


幅变化。由式 (7. 9) 空间变化的波数为 


k = i ; 

(7.10) 

因而波长是 


A = 2 »t = A 
* P 

(7.11) 


这跟前面我们所用的动量为/>的粒子的波长相同。德布罗意正是以这个方式首先得出这 
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个公式的。对一个运动粒子，振幅变化的频率仍由下式得出 

hw = W ,. (7.12) 

式 <7. 9) 的绝对值平方正好是1,所以对一个具有 确定能置 的运动粒子,在任何地方找 
到它的概率都相同，并且不随时间变化。(重要的是应 iiS 幅是复数波。假如我们用的 
是实数正弦波表示，其平方就会随位置而变化，而这是不正确的。） 

当然，我们知道存在着粒子由一处运动到另一处的情况，因而概率随位置和时间而变 
化。怎样来描写这种情况呢？我们可以这样做，把振幅看成两个或两个以上的对应于确定 
能量状态的振 幅之* 加。我们已经在第1卷第48章讨论过这种情况——即使对概率振幅 
而言也同样适用！我们发现具有不同波数々（即动量）及不同频率(即能量）的两个振幅之 
和将给出干涉峰或拍，因此振幅的平方就随着空间与时间变化。我们也发现这些拍以下式 
给出的所谓“群速度” 运动： 

这里与&分别是两列波的波数之差与频率之差。对更复杂的波——由许多频率全都 
相近的振幅丹加而成一来说，群速度是 

^ = 51- (7.13) 

取£,/方及* = p / h , 我们#到 

' =尝. (7.14) 

利用式 (7. 6>,我们有 

但 E , = 所以 

爱1， （7. 16 ) 

这正是粒子的经典速度。或者，如果使用非相对论性表达式,我们有 

☆和 走 = 音. 

以及 

^ == ^ = ^(m) = M > (7 - 17) 

这样又得到了经典速度。 

于是我们的结果是，如果有几个能童几乎相同的纯能最状态的振幅，它们的千涉将产生 
概率“团”，以具有同样能量的粒子的经典速度在空间运动。然而，应当说明，当我们说将两 
列波数不同 的波* 加所得到的拍对应于运动粒子的时候，我们已经引进了不能由相对论推 
出的某种新的东西。我们讲过静止粒子的振幅如何，还要推知如果粒子运动，振幅又将如 
何。但由这样的论证不可能推论出当两列波以不同速度移动时会发生些什么。如果我们使 
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其中一列停下，就不能停止另一列。所以我们无形中添加了頟外的假设，即不仅式( 7 . 9 )是 
个可能的解，而且对于同样的系统还存在具有各种动量 P 的解，并且这些不同的项会发生 

干涉。 


§7-3 势能； 能量守恒 

现在我们来讨论当粒 子能* 可以变化时将出现什么情况。我们从下述问题开始考虑。 
粒子在一个可用势描述的力场中运动，首先讨论势是常数的效应。假设有个大金属盒，将其 

静电势升高到纟，如图 7-2 所示。如果在盒内有带电 
体，它们的势能将是 0( 我们称之为 V ),完全与位罝 
无关。因为恒势对盒内所发生的任何事情都没有影 
响，因此在盒内的物理状况不会发生任何变化。我们 
既然没法推知答案是什么，那就必须进行猜测。你们 
多少会料到一个合理的猜测 是：能 S 必定是势能 V 与 
能 ME , 的和，这里£，本身就是内能与动能的和。于 
是，振幅正比于 

图 7-2 质 ft 为 iVf . 动 R 为 p 的 
粒子处在一个恒势区域中 

是: /的系数(可称之为 d 总是由系统的參 

_给出，即内能（或“质世”)加动能再'^^7^ 

hco = E,-f V . (7. 19) 

或者,对非相对论性情况有 

ha , = W fi +^ + V . (7.20) 

现在，盒内会出现什么物理现象呢？如果存在着几个不同的能 ft 状态，我们将得到什么 
结果？对每个状态的振幅都有一个相同的附加因子 


其余的因子都是 v =0 时的项。这只不过好像改变了能*标度的零点。它使所有的振幅都 
产生相同的相位变化，但我们在前面已经看到，这并不会使概率有任何改变。所有的物理现 
象都相同。（我们假定讨论的是同一个带电体的不同状态，因此 W 对所有的状态都一样。 
如果带电体由一个状态变到另一个状态时电荷也会变化，那就会有完全不同的结果，但电荷 
守恒防止了这种情况的出现。） 

至此，我们的假设与我们对参照能级的变化所预期的情况是相符的。但如它确实正确， 
那就应当对势能不是恒量的情况亦成立。一般而言, V 可以随空间与时间两者以任意方式 
变化，有关振幅的完整结果必须借微分方程求得。我们不打算立刻就来处理这种一般情况， 
而只想对某些事情怎样发生 获得一 些概念，所以我们将考虑只随空间作极缓慢变化而对时 
间为恒定的势场，这样我们就可以将经典概念与量子概念作一比较。 

设想如图 7-3 所示的 情况: 有两个分别具有恒势 Jl , 与 A 的盒子。假设在它们之间的 
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区域中势从一个值平滑地变化到另一个值，我们 
设想在任何一个区域中都有找到某个粒子的振 
幅，并假定粒子的动量足够大，以至在任何有很多 
波长的小区域内势几乎是恒定的。于是我们会认 
为在空间的任何部分，振幅应具有式 <7. 18) 那样 
的形式，而其中的 V 取所在的该部分空间的值。 

让我们考虑一个 A =0的特殊情况，因而此 
处势能为 0 , 但 9 士为负值，所以按照经典观点，在 
第二个盒子内的粒子具有更多的能量。按照经典 
观点，粒子在第二个盒内将跑得快些一它将具 
有更多能量，从而有更大的动置。现在来看一下 
怎样能从量子力学来得出这个结论。 

依照所作的假设，在第一个盒中的振幅将正比于 

e -(i/»>[(W„ AJMjfV,).-,, •*] t (7, 2]) 

而在第二个盒内的振幅正比于 

g-d/^KW^+^AlMX-V,). (7. 22) 

(这里认为内能不变，因而在两个区域中都相同。)现在的问题是这两个振幅在两盒子之间的 
区域中如何相匹配？ 

我们假设势不随时间变化，即所有条件都不发生变化。于是我们就可假定各处不同的 
振幅（即其相位）都有相同的^——可以说在“介质”中没有任何审情与时间有关。如果空 
间中没有任何变化，我们可以认为在一个区域中的波在全部空间中 ••产 生”出子波，它们全都 
以相同频率振动——就像光波通过几种静止的材料时不改变它们的频率一样。如果式 
(7. 21) 和 (7. 22) 中的频率相同，就必定有 

w ^ + 2 Ki + v, =Wft+ ni + Vt - (7 - 23) 

两边都正好等于经典的总能 M , 故式 (7. 23) 就是能鼉守恒的表述。换言之，与能揪守恒的经 
典表述相等价的置子力学表述是 :如果 条件不随时间变化，则粒子的频率到处都相同。这一 
切都与= £:这个概念相符合。 

在上述特例中 W =0,而6为负。式 (7. 23) 给出/> 2 大于九，所以区域2中波的波长 
较短。等相面由图 7-3 中虚线表示出来。我们也画出了振幅的实部图，它再 次显示 出由区 
域1至区域2波长减少的情况。波的群速度 p / JW 也按照我们由经典的能量守恒关系所预 
期的方式增加，因为经典能置守恒律由式 (7. 23) 所 表示。 

有一种有趣的特殊情况是 : V 2 很大以至 V 2 _ V , 大于片 /(2 M ), 这时，由公式 

/>! = 2 M [益 - V :+ V ,] (7. 24) 

给出的/>〗为负值。这意味着灼是个虚数,譬如说 ip ', 按照经典的观点我们会说粒子决不 
会进入区域2,它没有足够的能量越过势垒。然而,在量子力学上，振幅仍由式(7. 22>给出， 



(对 

田 7-3 粒子由一个势场转移 
至另一个势场的振幅 
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它随空间的变化方式仍是 

但如/> 2 是虚数，空间相关性变为实指数形式。臂如说粒子原先沿+工方向运动，那么振幅 
则按 


(7. 25) 


而变化，它随着 x 的增加而迅速减小。 

设想这两个具有不同势的区域互相非常靠近，这样势能从 V ,突然变为7 2 ，如图 7-4( a ) 
所示。如果我们画出振幅的实部，就得到图 7-4( b > 中所示的曲线。在区域1中的波对应于 
试图进入区域2的粒子，但在进入区域2后振幅就迅速袞减了。在区域2中还是有可以观 
察到粒子的机会——在经典（观念）上它是根本不可能达到该区域的—但除 去紧靠 边界处 
外，振幅是非常小的。这种情况与我们在光的全内反射情况中所见到的极为相像。这时光 
没有像通常那样射出，但若在离表面的一、二个波长的地方放上某种东西，我们就可以观察 
到光。 




8 B 7-4 向很强的推斥势运动的粒子的振輻 


你们一定还记得，如果将另一个表面紧靠着光全反射的那个边界面，就会发现有一些光 
透射到了第二块材料中。在量子力学中粒子也发生相类似的情况。如在一个狭小区域中有 
—个颇大的势 V 以至使经典意义上的动能为负，按照经典的观点粒子绝不会通过这个区 
域。但在量子力学中，指数衰减的振幅可以通过这个区域，给出在动能重新为正的另一边找 
到粒子的微小概率，情况如图 7-5 所示。这个效应就称为量子力学的“势垒穿透••效应。 

ft 子力学振幅的势垒穿透对铀核的 a 粒子衰变作出了解释——或者说描述。如图 7-6( a ) 
所示为 a 粒子的势能作为离铀核中心之距离的函数。如果我们打算把一个能量为£：的 a 
粒子射么铀核，它将会受到来自核电荷 Z 的静电斥力，按照经典力学，它不可能靠得比距离 
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*7-5 粒子穿透势垒的振幅 


r , 更近，在 n 处它的总能置与势能 v 相等。然而，在原子核内部，因为短程核力的强烈吸 
引，势能就大为降低。那么，在放射衰变中我们发现具有能 a E 的 a 粒子由核内射出，这是 
怎么回事呢？原因是它们带有能 ttE 从核内出发，并“透”过势垒。概率幅大致如图 7-6( b ) 
所示。当然实际上指数衰减要比图中画的大得多。亊实上，令人非常惊异的是，铀核中的 a 
粒子的平均寿命长达45亿年，而核内的固有振动极快一约为 10 M H *! 怎么可能由 10 - I2 s 
得出10»年这样一个数呢？答案在于指数提供了约为这样极其微小的因子，这就得到 
了极其微小的、然而是确定的渗漏概率。一旦 a 粒子处在核中，在外部几乎就没有找到它的 
振幅，然而，如果你们取许多铀核，并且等待足够长时间的话.你们就可能有幸发现一个 a 粒 
子跑了出来。 



B 7-« ( a ) 铀核中 <■ 粒子的势函数； （ b ) 概率暢的定性图示 

§7-4 力； 经典极限 


假设有个运动粒子穿过一个区域，在该区域内，存在着一个在垂直于运动方向上变化的势 
场。按照经典的观点我们可以用图 7-7 来描述这种情况。如粒子沿: r 方向运动，进入一个势 
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随而变化的区域，那么这个粒子将从力 F =_3\ va ： y 得到一个横向的加速度。如果只是在 
宽为《■的有限区域中存在力的作用，那么作用时间只是 wA <。 粒子获得的横向动量就将是 

P> = F V' 



图 7-7 在横向势梯度作用下粒子的偏转 


Ifll 偏转角册就是 


"十尝， 


这里 P 是初始动》。用 一 av 沒; y 代 f , 就有 

油 一 n (7. 26) 

pv dy 

现在我们该来看一下，所设想的式 (7. 20> 那样的波是否能解释这样的结果。我们从 ft 
子力学角度来 S 这同一件事,假设每样东西的尺度与概率幅波的波长相比都非常大。在任 
何小区域内我们可以说振幅依下式变化 

e - 0 /*)[(w+» , A*M)+vx-r*l _ (7. 27) 

找们是否能由此看出当 V 具有横向梯度时上式会造成粒子的偏转呢？在图 7-8 中我们描 
绘了概率波的样子。我们所画的是一系列“等相位"线，你们可将它们看作振幅的相位为零 
的面。在每个小区域中，相邻等相位线之间的距离，即波长是 


户与 V 之间的关系是 


W + ^ + V = 常数. 


在 V 较大区域中,/»较小,波长就较长。因此等相位线之间的角度就发生变化,如图中所示。 

为求出波的等相位线的角度的变化，我们注意到，对于图 7-8 中 a 和6两条路径而言， 
存在着势差 AV = OV /3 y ) D , 所以两条路径上就有动量差 △/>, 这可由式 (7. 28) 得出： 


A l£i) = M Ap =_AV - 


因此，沿两条路径上的波数 />/ A 是不同的，这意味着相位以不同的速率前进。相位增加率的 
差值是= Ap / h , 于是经过距离 w 后的总的相位差是 
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△(相位 ）= Ak • tv = =— • w . (7. 30) 

这就是当波离开狭条阴影区时沿路径 A 的相位“超前”于沿路径 a 的相位的数置。而在狭条 
外的区域中，这一数域的相位超前对应于等位相线超前的数 a 为 


Ax = ☆ △(相位> =#△(相位) 
或 


A M a1/ 

Ax - -Av - w . 

P 

(7.31) 

参考图 7-8, 我们#到新的波前将偏转從，册可由下式得出 


Ajt = D $0 , 

(7. 32) 

于是我们有 


M 

D $0 =一 ^7 AV - xv . 

(7. 33) 


如果用 v 代替 p / M , m 3 V /3 y 代替 AV / D , 上式就与式 (7. 26) 相同。 

我们刚才所得结果只是在势缓慢而光滑变化的情况下（我们称此为绎典槔限）才是正确 
的。我们证明了在这些条件下，假如势 V 对槪率幅相位的贡献是的话，我们将得出与 
由 F = m a 所得的同样的粒子运动。 在经典极限下 ，置子 力学与牛顿力学相一致 。 

§7-5 自旋1/2粒子的"进动" 

注意，我们还不曾对势能作过任何特殊的假定一它只是个由其导数可求出力的能董。 
例如在施特恩-格拉赫实验中，能量是1/ =一只 • B , 如果 B 在空间中变化，由 [； 就能求出力 
来。如果我们要作一个量子力学描述，就可以说一束粒子的能虽按一种方式变化，另一束粒 
子的能量则按相反的方式变化。（我们可以将磁能1/归入势能 V 中，也可以归入“内”能 W 
中，这并没有什么关系。）由于能量的变化，波被折射，粒子束往上或往下偏转。（现在我们看 
到量子力学所给出的弯曲和由经典力学计算所得的结果相同。） 

从振幅对势能的依赖关系，我们也可以 预期： 如果粒子处在沿 z 方向均匀的磁场中，它 
的概率幅必定按 
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而随时间变化。（事实上，我们可以把这作为^的定义。)换言之，假如我们把一个粒子置于 
均匀磁场 B 中，经过一段时间 r , 其概率幅将为无磁场时的概率幅乘以 


由于对自旋1/2粒子来说，+可以是某个数/^的正值或负值，因而在匀磁场中这两种可能 
状态的相位将有同样的变化率,但沿着相反的方向。两种振幅分别要乘以 

e ±<,/1 "^. (7.34) 

这个结果会得出一些有趣的 结论: 假定有个自旋1/2粒子处于某个不完全朝上或朝下 
的状态，我们可以用处于纯粹朝上和纯粹朝下状态的振幅来描述这一状态，但在磁场中，这 
两个态的相位将有不同的变化率。所以如果要问一些有关振幅的问题，那么答案将取决于 
它在磁场中已停留 r 多长时间。 

作为一个例子.我们考虑 M 子在磁场中的衰变。当/ X 子作为 k 介子衰变的产物而形成 
时，它们是极化的（换言之，它们有着优先的自旋取向）。接着 . jx 子衰变——平均约为 
2. 2 ^ —发射出一个电子及两个中 微子： 

fx e + v + 孓. 

发现在这个袞变中（至少在 ft 高能 M 下）电子优先在与 M 子自旋方向相反的方向上发射 
出来。 

假设我们考虑一个如图 7-9 所示的实验安排。如果极化的 M 子从左方射入而在一块材 

料的 A 中停了下来，稍过一会儿它们就会衰 
变。一般地说，电子将向一切可能方向飞出。 
然而.假定当 / x 子进入这块停在 A 处的物质 
时，全都带有沿 z 方向的自旋。如果没有磁场 
的话,将会在衰变方向上存在某种角分布，我 
们想要知道的是磁场的存在怎样改变这种分 
布。我们预期分布会以某种方式随时间而变。 
通过求出任何时刻在 （+1) 态找到 m 子的振 
幅，我们就可以知道发生了什么。 

这个问题呵以表述 为：已 知一个 M 子在/ = 0时其自旋沿+ x 方向，那么在 r 时刻 
它处在同一自旋态的振幅为何？关于自旋1/2粒子处在与自旋相垂直的磁场中的行 
为，我们现在还没有任何法则，但我们知道磁场对于自旋朝上或朝下的状态所产生的 
影响——它们的振幅需乘以式 （7. 34) 的因子。于是我们的办法就是选择这样一种表 
象，其中的基础态对 z 方向（场方向）而言为自旋朝上和自旋朝下。任何问题都可参照 
这两个态的振幅来 表达。 

让我们设 #(<) 表示 M 子状态。当它进入块状物 A 时，其状态为 〆 ()）,我们想知道晚些时 
刻 r 的 0( r )。 如果用 (+ 2 ) 与 (一 z ) 表示两个基础态，我们知道 (+ z \ 0(0)〉及 <_z I ^(0)> 
这两个振幅——我们知道这些振幅，因为我们知道 #0) 表示自旋沿 (+ x ) 方向的状态。由 


自旋 




*'U 




电了计 数器 


图 7-9 M 子衰变实验 
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上一章所得的结果，这些振 幅是* 

(+z l + -r> = C t = 古 


及 


<-z | H - x > = C _ = 


1 

IT 


(7.35) 


它们正好相等。由于这些振幅涉及的是 < = 0时的状况，让我们称它们为 C + (0) 及 C - (0>。 
现在我们知道这两个振幅将如何随时间变化。利用式 (7. 34), 我们有 

C+ ⑴ = C+ (0)e~<‘_ 


及 


C - (/) = C - 


(7. 36) 


但如我们求得了 C + ⑴及 C - (/), 也就知道了在时刻/的一切状况。唯一的困难在于我们 ® 
f 知道的是在 z 时刻自旋沿方向的概率。然而，我们的一般法则可以处理这个问题。 
g 们将 < 时刻处在 （+ z ) 状态的振幅记为 /W ( t ) , 


A + (0 = <+ J | = <+X |+2 ><+r I 屮 (/)〉+〈+■! |— z><—Z I 0( O > 

或 

A + ⑴ =<+x |+ r > C + (0 + <+x \- z ) C - ( t ). (7.37) 

再利用前章的结果——或者 a 好用第5章的等式 < S Mx > = < xi ^>- ——我们知道 


<+工 |+ z > =古, 

<+x |-*> = 士 . 


于是我们就知道了式 (7. 37) 中的所有量，从而得到 


或 

A+ ⑴ = cos^r. 

这是多么简单的一个结果！注意这个答案与我们预期的 I = 0时的结果一致。我们得到 
A + (0) = 1,这是正确的，因为我们假设 f = 0 时^子就处在 （+; c ) 态中。 

在《时刻找到 ft 子处在<+ x ) 态的概率 P + 是 ( A + 尸，即 

P + = cos ^. 

n 


• 如果你们跳过了第6章，可以在此刻把式 (7.35) 作为尚未推导过的法則。我们在后面（第10章）将 
对自旋进动作更全面的讨论，包括把这些振幅推导出来。 



K 2x 

® 7-10 0 旋 1/2 粒子对于 _ r 轴处于 < + > 态的概率与时间的关系 
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概率在0与1之间振荡，如图 7-10 所示。注意当(不是2«)时概率回到1。因为 
我们已将余弦函数平方，概率以频率 2// B / ft 自身重复。 

于是我们发现，图 7-9 中的电子计数器捕获衰变电子的机会随 ( x 子处于磁场中的时间 
作周期变化。变化频率与磁矩#有关。事实上, M 子的磁矩正是以这种方式测得的。 

当然，我们可以利用同样的方法来回答有关 H 子衰变的任何其他问题。比方说，在与^ 
方向成90°但仍与磁场方向垂直的>> 方向上检测到衰变电子的机会如何随时间£而变？如 
果你们把它求出来，处在 （+>>) 态的振幅将按随时间变化，它的振动 
周期与前相同，但是晚了四分之 一周期 才达到最大值，即当 = „/4。事实上所出现的 
情况是，随着时间的推移 . M 子经历一系列状态，它们对应着在绕着 z 轴的不断转动的方向 
上的完全极化，我们可以这样来描述这种情况 ：自旋 以频率 

叫=¥ (7.38) 

作逬动。 

你们开始看到，在描述事物如何随时间而变的行为时置子力学所采取的表述方式是怎 
样的。 




第 8 章哈密顿矩阵 

§8-1 振幅与矢量 

在开始讲述本章的主题前.我们想来描述一些在《子力学文献中用得很多的数学概念。 
了解它们会使你们阅读这方面的其他书箱或论文时更为方便。第一个概念是 ：虽子 力学的 
方程与两个 矢置的 标积方程数学上十分相似。你们记得，如果 x 和#是两个状态，那么从多 
态开始而终止于 X 态的振幅.可以写成由 >进入一组完全的基础态中各个基础态，再由各基 
础态进入 X 态之振幅，最后对这一组全部基础态 求和： 

a I #> = D<x I «><« I ^>. (8.i) 

我们曾用施特恩-格拉赫装 s 解释这点，但要提醒你们注 意：这 里并不需要有这种装 h 。 式 
(8. 丨）是数学定律，不论我们是否装上过滤设备，它总是正确的——不用老是想象有仪器在 
那儿。我们可以简单地把它看作振幅 〈 XIP 的一个公式。 

我们把式 (8.1) 与两个矢* B 及/1的点积公式作个比较。如果 B 与/1是三维空间中的 
普通矢 W , 我们可以将点积写成 


- e . He . - A ). (8.2) 

这里符号表示沿 X ，>及2方向的 3 个单位矢置。于是就是通常所说的 
则是通常说的 B ， ； 等等。这样，式 (8. 2) 就等同于 

BA, + B^\ y + B,A.. 


这就是 B ■ A 的点积。 

比较式 (8. 1) 与 （8.2), 可以看出下述类似 点：态 X 与4对应于两个矢量 B 与 A , 诸基础 
态 i 对 应于一 些特定的矢置我们用这些矢置来表示所有其他矢量。任何矢量都可表示 
成3个“基矢” *, 的线性组合。而且，如果你知道该组合中每个“基矢”的系数——矢量的3 
个分最一你就知道了这个 矢董的 一切。类似地，任何量子力学状态可以用处在各个基础 
态的振幅 〈 ilC 完全地表示出来，如果知道了这些系数，也就知道了有关此态的一切。因为 
存在着这样切近的类比，我们也常常将“态”称为••态矢量”。 

由于基矢 e . 都互相垂直，就有关系式 

e , • e t = S ot (8. 3) 

这与各基础态；之间的关系式 (5. 25) 相 对应： 
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<«' I j) = s.>. 

现在你们可以明白，为什么人们说基础态《_全都“正交”。 
在式 (8. 1>与点积之间有个小小的差别。我们知道 

⑷； t> = <n 


但在矢置代数中， 


A ■ B = B • A. 


(8.4) 


(8.5) 


由于在量子力学中使用了复数.我们必须始终保持各项的先后次序，而在点积中，次序是无 
关紧要的。 

现在来考虑下列矢* 等式： 

A = . A). 

这种写法有点与众不同，但它是正确的。它的含义与下式 相同： 

A = = A - e - +A y e,+A,e.. 

不过请注意，式( 8 .6>涉及到一个不同于点积的》。点积只是数，而式 (8. 6) 是矢置方程。矢 
■分析的一大诀窍就是从方程中^~£矢置概念本身。或许有人也同样想从力学公式 
(8. 1) 中抽象出一个类似于“矢 M ” 的东西来——这的确可以。我们将式 （8. 1) 的两边移去 
〈 XI ,从而写出如下方程(别怕，这只是个记法，不一会儿你们就会弄清符号的含 义）： 

I « = E I «'><*' I ^>- (8.8) 


( 8 . 6 ) 

(8.7) 


人们将括号分为两半。后半个括号常称为右矢 （ ket ). 前半个括号〈 XI 称为左矢 
( bra ) (放在一起，就构成“左-右” （" bra - ket ”) ——这是狄拉克提出的符号），半括号〈 XI 及 I 多〉 
也称为态矢置。无论如何，它们不是数，而一般来说，我们希望计算所得的结果为数,所以这 
些“未完成”的 M 只是计算中的过渡步骤。 

实际上，迄今我们的所有结果都用数表示 c 我们是怎样设法避开矢置的呢？有意思的是， 
即使在通常的矢嫌代数中，我们也能够使所有的方程只包括数。臂如，我们总可以将矢置方程 

F — ma 

改写为 

C • F = C • (ma ). 

于是我们就有了一个对任何矢量 C 都成立的点积方程。但是，如果对一切 C 都成立，那么 
写出 C 来就没有什么意思了！ 

现在来看看式(8.1)。它是对任何 ； t 都成立的方程。所以为简化书写起见，我们正可以 
gX 而将它改写为式 (8. 8)。该式与式 (8. 1) 具有同样多的信息，只要我们理解到，它总是 
要在两边“左乘”某个 < Xl ( 这只不过是重新拼上括号而已）才得以“完成”。所以式 （8. 8) 的 
意义不多不少正好与式 (8. 1) 相同。当你想要数字时，就把合适的〈 XI 放进去。 

或许你已对式 (8.8) 中的#感到疑惑。既然这式对任何^成立，为什么我们还要保留 
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g ? 的确,狄拉克提议,> 也 一样可 以抽掉，于是我们就只有 

1= S I «'><i I . (8.9) 

这就是量子力学的伟大定律！（在矢量分析中没有与这类似的公式。）它表示如果在方程式 
等号两边从左、右两側各放进任何两个态 X 和多，就回到式 (8. 1)。这种表达实际上并非很 
有用处，但它很巧妙地提 iY 方程对任何两个态都 


§8-2 态矢置的分解 


让我们再来看一下式 (8. 8); 可以用下述方式来考虑它。任何态矢量|纟>可以表示为一 
组具有适当系数的基“矢”的线性组合——或者，只要你窖欢，也可表示为一些比例恰当的 
“单位矢 S ” 的* 加。为了强调系数〈|'1纟〉只是普通的 （复〉 数，我们可以假设 


那么式 (8. 8) 就等同于 


<« I *) = C ,, 

I ^> = E I «>c.. 


( 8 . 10 ) 


我们可以对任何别的态矢量.例如 IZ >, 写下类似的关系式，当然，其中的系数不同——譬如 
说为 D ,。 于是就有 

| Z> = S 卜 〉 D " (8.11) 

这里 D . 就是振幅 OIZ 》。 

假定我们一开始已从式 (8. 1) 抽去 <那就有 

<X 1= S<X I «><«• I. (8.12) 

我们记得«_> = <« I X )' . 故可将上式写为 

<X 1= E D "<«' I - (8. 13) 


有趣的是，只要将式 (8. 13) 与式 (8. 10)_,就能回到〈: tM >。 在相乘时，必须注意求和指 
标，因为在两式中它们是完全不同的。让我们先把式 (8. 13) 重新写为 

< X \= E D ； I • 

i 

这当然不会改变什么。然后将它与式 (8.10) 相乘，就有 

<3 ： I ^> = S D /0' I «>C., (8.14) 

9 

不过，记住 〈i l )> = S 9 , 因而在求和中只留下_ / = i 的项。于是得到 

<X 丨 # = ^>;C“ (8. 15) 


当然，这里 D / = <« I Z >- = < J ： I i >, 而 C , = 〈 i 丨#>。由此我们又一次看到与点积 
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B • A = 

非常相似。唯一的差别在于取了 D , 的复数共轭。这样式 (8. 15) 就说明如果态矢量〈 XI 及 
在基矢〈门或 | i > 上展开，那么由多到 Z 的振幅就可由式 (8.15) 的那种类型的点积得到。当然, 
这个表式只是用不同符号写的式 (8.1) 罢了。我们就这样为了习惯新的记号而兜了一个圈子。 

或许我们应当再一次强调,三维空间的矢量是用 U 相互正交的单位矢量来描写的，而 
量子力学状态的基矢 U > 则必须遍布在适用于任何特定问题的完整的集合内。按具体情况， 
基础态可以有两个、三个、五个或无限多个。 

我们也曾谈到当粒子通过一个仪器时发生的情况。假如让粒子从某个定态4开始，通 
过一台仪器，然后来测最它们是否处在 Z 态，其结果可由以下振幅来 表示： 

<XlA|^>. (8.16) 

在矢 ft 代数中没有与这个符号相近的类似符号。（它更接近于张量代数，但这种类比没有特 
别的用处。）由第5章式 (5. 32>可知，我们可将式 (8. 16>写为 

<X I A | ^> = I «•><« I A I »<> I *). (8.17) 

a 

这正是两次使用基本法则式 (8. 9) 的一个例子。 

如果在 A 后面再放进另一台仪器 B , 则有 

<Zl BA |54>= S<Zl «><«■ IBI »0 I A | *><* | (8.18) 

»* 

这又是直接由狄拉克记号方法式 (8. 9) 得到的 一 只要记得我们总可以在 B 与 A 之间划一 
个竖线（ I ),它正犹如因子1。 

顺便提一下，我们可以用另 一 种方法理解式(8.17)。设想处在4态的粒子进入仪器 A , 
而离开时则处在态。换句话说，我们可以向自己提出这样的问 题：能 否找到这样的 
—个0态,使得从0态到 Z 态的振幅在任何时刻和任何地点都恒等于振幅 〈 XlA |(4〉？ 答案 
是 ft 定的。我们想用下式代替式(8.17> : 

I 0> = S<Z I «><« I >!>). (8.19) 

显然，只要 

<«• I 0> = S<«' I A | j){j I *> = <« I A I ^>, (8. 20) 

i 

就可以从它确定4。但你们 会说: “这没有确定 A 只确定 Gk 〉。” 然而， <«_ IW 的确确定了 
因为，如果你已知道4与各个基础态《'相联系的所有系数的话4就唯一地被了。事实 
上，可以利用我们的记法将式 (8. 20) 的最后一项写成 

<«' I 0> = S<«' !»<> I ^ I (8.21) 

i 

这么一来.由于上式对所有；成立，我们就可简写为 

IW = S I »o u I ^>. 


( 8 . 22 ) 
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于是我们可 以说: *> 态就是从4态开始，通过仪器 A 后所得到的态。” 

再举最后一个应用这一诀窍的例子。我们还是从式 (8. 17) 出发。既然它对任何；《：与多 
成立，我们可以将两者都扔掉！于是 可得* 

A = 2 I «><« I A I »(> |. (8. 23) 

V 

它表示什么意思呢？它的含义和把 4 与 X 代回去所得到的一样不多不少。写成式 （8. 23) 
时，它是个“开放”的未完成的 方程。 如果将它“右乘”1釤，就变为 

A | #> = 2 I «><«' I ^ l 7>0 I *), (8. 24) 

这正好回到式(8.22>。事实上，我们正可从式 (8. 22) 略去对）求和而写成 

|0> = A | 於〉. （8.25) 

符号 A 既不是振幅.也不是矢置，它是一种称为算符的新东西.是一种“作用在”一个态 
上以产生一个新态的东西一式 (8. 25) 就表示 | 以是 A 作用到|纟>上所得到的结果。这又 
是个开放方程，直到将某个左矢如〈 XI 乘之才得以完成 

<Z I vfr > = <Z I A | (8.26) 

当然，如果利用任一组基矢给出振幅矩阵 〈 ilAli 〉 一也可写为 A v ——那么就完全描写出 
算符 A (的特性）了。 

对这一新的数学记法，我们实际上没有加入任何新东西。之所以要面面俱到地讨论这 
一记号方法，是要把各种方程的书写方式告诉你们.因为你们会在许多书上发现以不完全的 
形式书写的方程，而在遇到它们时你没有理由对之束手无策。如果你愿意，总可以加入一些 
略去的部分使方程成为表示数》间关系的形式，这样 ©来 更熟悉些。 

正如你们将看到的，“左矢”与“右矢”是一种十分方便的记法。首先，从现在开始我们可 
以用态矢里来表示一个状态。当我们想要表述一个具有确定动 M P 的状态时，就可说 ：“状 
态我们也可说某个任意态 IW 。 为前后一致起见，我们将总是用右矢（记为 10) 来表 
示一个态。（当然，这是个随意的选择，我们同样珥以选用左矢表示态。） 

§8-3 世界的基础态是什么？ 


我们已经发现世界上的任何状态可以用基础态 的卺加 一具有适当系数的线性组 
合一表示出来。你们可能首先会问,这些基础态是什么?这里存在着许多不同的可能性， 
例如，你们可以将自旋投影到 Z 方向或别的某个方向上。存在着许许多多不同的表象，这跟 
人们可以用不同的 坐标系 来表示通常的矢量相类似。其次，你们要问用_系数？这取决 
于物理状况。不同的系数集合对应于不同的物理条件。重要的是要知道你在其中研究的 
“空间”是什么，换句话说,基础态的物理意义是什么。所以，一般来说,你必须知道的第一件 


• 你们可能想我们得写上 IAI 而不只是 A 。 但这个符号看起来像 “ A 的绝对值”符号，所以两条竖线通 
常略去了。一般来说，竖线（ I )的作用很*因子1。 
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事情是基础态是什么样子的，然后才能够知道如何用这些基础态来描写一个状态。 

我们想在这里根据现在流行的物理观念，略微提前谈一点自然界的一般置子力学描述 
是怎样的。首先,人们得选定一种基础态的特定表象一不同的表象总是可能的。例如，对 
自旋1/2粒子，可以利用相对于 * 轴的正和负两种态。但 z 轴本身并无任何特殊之处一 
你可随意取任何别的轴。然而为前后一贯起见我们总是采用 z 轴。假定我们从一个电子的 
情况开始。除了电子自旋的两种可能性（沿着 z 轴“朝上”和“朝下”）外，还有电子的动董。 
我们选取一组基础态，每个基础态对应于动量的一个值。那么,假如电子没有确定的动置怎 
么办呢？这没有关系，我们说的只是基础态是什么。如果电子没有确定的动量,它总有取某一 
个动量的一定振幅，取另一个动量有 f 振幅等等。而如果电子并非一定朝上自旋，它总有一 
定振幅以这个动量朝上自旋，有另一个振幅以那个动置朝下自旋,等等。就我们现在所知，对 
一个电子的完全描述，只需要 用动量 和自旋来描写的基础态就可以了。所以对单个电子而言， 
一组令人满意的基础态 U 〉 就是指动量的不同数值,以及自旋究竟朝上还是朝下的振幅的不同 
组合——即系数 C 的不同组合描写不同的状况。对任何特定电子的行为,可以这样来描 写:它 
的自旋朝上或朝下的振幅是多少，对所有可能的动量值而言，它具有某个动置值或另一个动量 
值的振幅又是多少。于是你们可以看到单个电子的完全量子力学描述包括些什么内容。 

对多于一个电子的系统又如何呢？那时基础态变得较为复杂。假设有两个电子，首先， 
自旋有4种可能状态，即 ：两电 子自旋均朝上，第一个朝下而第二个朝上，第一个朝上而第二 
个朝下，或两者都朝下。另外我们也必须标出第一个电子具有动 Mp ,, 第二个电子具有动 
»朽。对两个电子而言的基础态需要指明两个动《和两个自旋的性质。对于7个电子，我 
们则必须指明7个动量和7个自旋的性质。 

如果有一个质子和一个电子，我们必须标出质子的自旋方向及其动 ft , 以及电子的自旋 
方向及其动 M 。 至少这是近似正确的。 我们并不真正知道 这个世界的正确表象是什么。如 
果从一开始就能够指明电子自旋及其动爾.，对质子也有同样的参数，你就会有一组基础态。 
能够这样那就很好。但对质子的“内部”怎么办呢？让我们这样来看这个问题。在氢原子中 
有一个质子和一个电子,我们有许多不同的基础态来描述它一质子及电子朝上和朝下的 
自旋，质子和电子的种种可能的动*。于是就存在着振幅 C , 的不同组合，它们合在一起描 
写处在不同状态中的氢原子的性质。但是，假定我们将整个氢原子看作一个“粒子”，如果我 
们不知道氢原子由一个质子及一个电子组成，也许会一开始 就说: •■噢，我知道基础态是什 
么——它们对应于氢原子的特定的动量。”错了，因为氢原子具有内部结构，于是，它可以具 
有不同内能的各种状态，从而，描写真实的性质就需要更多的细节。 

问题 是:质 子是否有内部结构？我们是否一定要通过给出质子、介子和奇异粒子的所有 
可能状态来描写质子？我们不知道。而即使我们假设电子是简单的，我们对它必须要讲的 
只是它的动量和自旋，但可能明天我们发现了电子也有内部齿轮和轮子。那就意味着我们 
的表示是不完全的，或错的，或者是近似的——这跟只用动置来描写氢原子的表示是不完全 
—样的，因为那种表示忽略了氢原子内部有可能成为激发态这样的事实。假如电子内部也 
可能激发而转变为其他某个东西，譬如说，一个 f * 子，那么对它的描写不仅要给出新粒子的 
状态，而且大概还要利用某些更复杂的内部机构来描写它。 今天在基本粒子 研究中的主要 
问题，就是要揭示什么是描述自然界的正确表象。 

量与自旋就够了。我们也猜想存在着理想质子，还有它的一介子，等等，而所有 
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这些都得指明。共有几十种粒子——真是迷人！哪些是基本粒子，哪些不是基本粒子的问 
题——关于这些你们现在听得很多——就是要发现在世界的最终量子力学描述中最后的 g 
赛究竟是什么样的。.电子的动量将来是否仍旧是描述自然的正确东西？甚至于整个问题到 
i 是否该这么提！这个问题在任何科学研究中必然会一再被提出来。无论如何，我们看到 
了问题一如何去找到表象。我们不知道答案是什么，甚至还不知道我们是否提出了“正 
确”的问题,但如问题正确，我们必须首先要查明任一特定的粒子是否“基本的”粒子， 

在非相对论量子力学中一假定能量不太高，以致你们不会干扰奇异粒子等等的内部 
过程——你们可以不必考虑这些细节而做出一些相当好的工作来。你尽可以只说明电子和 
核的动量及自旋，就会一切顺利。在大多数化学反应及其他低能事件中，核内不发生什么变 
化，它们不受到激发。再者，如果一个氢原子缓慢运动并轻轻地与其他氢原子相撞一根本 
不会引起内部激发或辐射，或任何类似的复杂情况,它的内部运动始终是处于基态能量一 
你可以应用这样的近似，即将整个氢原子视为一整个客体或粒子，而不必担心它的内部可能 
发生某种变化。只要在碰撞中动能比10 eV (使氢 原子激发到另一种内部状态所需的能置） 
低得多，上述近似就是个颇好的近似。我们将经常作这种不包含内部运动可能性的近似，从 
而减少必须纳入基础态的细节的数目。当然，这一来就忽略了在某些高能情况下（通常）会 
出现的一些现象，但利用这种近似我们得以大大简化物理问题的分析。例如,我们可以讨论 
低能下两个氢原子的碰掩或任何化学过程而不必顾虑原子核也可能被激发这个亊实。概而 
言之，当我们可以略去粒子的任何内部激发态的效应时，我们就可选择一组基础态，这些基 
础态就是具有确定动 M 以及角动 M z 分械的状态。 

于是，描写自然界的一个问题就是找出基础态的一种适当的表象。但这只是开始。我 
们还要能够说出会“发生"什么。假如我们知道了某个时刻世界的“状态”，就想知道下一个 
时刻的状态。所以我们还须找到决定事物如何随时间而变的规律。现在我们就来论述置子 
力学框架中的第二部分一状态怎样随时间而变化。 

§8-4 状态怎样随时间而变 

我们已经谈过如何表示让某个东西通过一个装 H 的情形。现在考虑一种方便而令人愉 
快的“装 H ”, 它只是等候几分钟；就是说，先提供一个状态纟，在你分析它之前，就只要让它 
待几分钟。或许你会让它待在某个特殊的电场或磁场中一它依赖于世界中的物理环境。 
总而言之，无论条件如何,你都让该物体从时间^待到时间“。假设它在*,从第一个装置 
出来时处在状态 A 然后它通过一台“装置”，但该“装置”只是把时间推延到在这段延迟 
过程中，可能发生着种种情况一有外力作用或其他把戏一于是就会发生某些事情。在 
时间推延的末了，在某个态; I ：中找到这东西的振幅与没有延迟时所具有的振幅不再完全相 
同了。既然“等待”只是一种特别的“装 S ”， 我们就可以使用与式 (8.17) 同样的表式给出振 
幅以描写所发生的事情。因为“等待”这种操作特别重要，我们将称之为 U 而不称为并 
标明起始和末了时刻 r 与将它记为/,)。于是所求的振幅就是 


• 从20世纪70年代以来,粒子物理学有很大的进展。关于粒子构造最流行的是•■标准模型”。但它 
也还存在不少 问题。 有兴趣的读者可参阅有关书箱和文献。一译者注 
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^ (8.27) 

像任何其他这样的振幅一样，可以用某一种或另一种基础态系统表示它而将上式写为 

I «'><« I UU t , ) | j)(j I (8. 28) 

V 

于是 U 就可由一组完整的振幅，即由以下矩阵完全 描写： 

<«| LT ( i t , r ,) li >. (8. 29) 

顺便指出，矩阵提供了比所需的更多的细节。第一流的高能理论物理学家 
考虑下列一般性质的一些问题(因为这正是通常进行实验的方式)。他从一对粒子开始，臂如 
说从无穷远来到一起的两个质子。（在实验室中，通常一个粒子静止，而另一个来自某个加速 
器，就原子尺度而言加速器实际上在无穷远处。)两个粒子碰掩后，结果在某些方向上得到具有 
—定动置的许多粒子，臂如两个 K 介子,6个 7 T 介子，及两个中子等等。出现这种情况的振幅 
有多大？这可用下面的数学公式来描 写：用 #态表示入射粒子的自旋与动量。 X 态则是待求 
的出射状态。例如，朝这个或那个方向运动的6个介子及各带着自己的自旋朝一定方向出射 
的两个中子的振幅有多大,等等。换句话说, X 态将由给出最终产物的所有动量和自旋等等来表 
征。接着，理论物理学家的工作就是计算振幅式 (8. 27)。然而，他实际上只对*,为一 oo 和~为 
+ ~的这种特殊情况感兴趣。（对过程的细节没有什么实验数据，有的只是关于入射粒子和出射 
粒子的数据。）当6 — oo 和6 —+ oo 时 ，1/(6 , /,) 的极限情况称为 S , 于是他要知道的就是 

<XlS|^>. 

或者，利用式 (8. 28), 他要计算矩阵 

<«IS|». 

上式称为 S 矩阵。所以，如果你看到一个理论物理学家一面在地板上踱来踱去，一面说道： 
“我所要做的就是计算 S 矩阵。"你就知道他所操心的是什么了。 

如何分析或阐明关于 S 矩阵的定律是个有趣的问题。在高能相对论量子力学中，采用 
了一种做法，而在非相对论*子力学中则可采用另一种非常方便的做法。（这另一种做法也 
可用在相对论情况下，但那样做并不很方便。）这种方法是算出小的时间间隔的情况下一 
即6与 A 十分靠近时的 I ；矩阵。如果对于相继的时间间隔可以找到一系列这样的 U 矩 
阵，我们就能够观察到情况如何随时间变化。你们马上会意识到这种做法对相对论的情况 
并不那么合适，因为你们大概不想去做那种对发生在不同地点的每一种事件是否“同时”都 
得逐一说明的工作吧。但我们不必担心这事一我们这里只打算考虑非相对论力学。 

假定我们考虑一个由时刻^推延到 h 的 I /矩阵，而大于 f :。 换句话说，取三个相继 
时刻 A 小于“，“小于 < 3 。然后我们断言从到 G 的矩阵是从 A 推延到，然后再从 
推延到 G 的两个矩阵的连乘积。这正如 B 和 A 两个装置串联的情形一样。于是，根据 
§5-6 的记法，可以写出 

U(h , /,) = U(t, , t 2 ) - U(t,, <,). (8. 30) 

换言之，我们能够分析任何时间间隔,只要能够分析该时间间隔中的一系列短时间间隔。只 
需将所有小段连乘在一起就行，这就是非相对论量子力学的分析方法。 

于是，我们的问题就是弄清无穷小时间间隔下的矩阵 U ( t t , 这里 G = t , + A / 0 我们 
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自问 :如果 现在有个态纟，那么在无穷小时间后它变成什么样？让我们想一想怎么来写 
出它。称时刻《的态为我们写出4的时间依赖关系非常明确,就表明我们说明了时 
刻/的状 况）。 现在我们要问，在很短的时间间隔 A / 后情况如何呢？答案是 

I 0(/ + A /)> =[/(/ + A /, t ) I 4⑴〉. (8.31) 

此式的含义与式 (8. 25) 相同，就是说,在时刻 (/ + A 0 找到;(态的振幅是 

U I 0 (r + Ar )> = (X I + t ) I ^(0). (8. 32) 

由于我们尚不大檀长于这些抽象的东西，让我们把振幅投影到一个确定的表象中。如 
果将式 (8. 31) 两边都乘上 〈 i _| .就有 

<« I ^(« + A /)> = <«' I U(t + M , t ) I ^ t )). (8. 33) 

我们也可将 I〆 /)〉 分解为基 础态： 

<« I 〆 《 + △/)> = 2<« I + 0 I »0 - I ^(0>. (8. 34) 

i 

可以这样来理解式 (8. 34): 如果用 C .( t ) = ^( t )) 表示时刻 / 处在基础态 / 的振幅， 

那我们就可把这个振幅（记住，这只是一个 数！） 看成随时间而变。毎个 C . 成为 t 的一个函 
数。而且我们对这振幅怎样随时间而变也有些了解。每一个（/ +以）时刻的振 幅跟/时刻 
的所有其他振幅与一组系数的乘积之和成比例。将 U 矩阵表为 I ；.,，意即 

= <«' I I ； I ». 

那就可将式 (8. 34) 写成 

C ,(< + A 0 = X ) l/,U + A /, l ) C , U ). (8.35) 

i 

这就是敢子力学的动力学方程的样式。 

但是,除去一件串外我们对 l /., 知 m 得还不多。我们知道当 a / 趋于零时，不会发生任何变 
化一我们应该得到原有状态。所以，1/„-1:而对《_7£： ; ’，[；, — 0。换句话说，如以40, I /, — 

8,。我们也可认为，对小的以,每个系数与8,的差应当是个与〜成比例的 tt , 于是可以写出 

U v = 8„ + K , A /. (8. 36) 


然而，由于某些历史的与其他方面的原因，通常由系数中提出因子（一 i / A ) ", 我们窖欢 
将式 (8. 36) 写成 

U v (.t + At, t) = 8 v --^H,(t)At. (8.37) 

当然，这与式 (8.36) 相同，如果你们愿意的话，它正好定义系数项正是系数 
%(“， *1 ) 对 G 的导数在 h = t\ = I 时的值。 

将 (/ 的这种形式用于式 (8. 35>,我们有 

C,(t + At) = --^H.(0A/]C,(0. (8. 38) 


* 这里在符号上遇到一些麻烦。在因子(一7/>)中. i 的意思是虚数单位^/^ T ,而不萆表示第 i 个基础 
态的指标 n 我们希望你们不致混淆。 
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对 S ,, 项求和，正好得 C ；(<) ，可将它移到方程式左边。再除以 A /, 我们就看出是一个导数的式子 

C ,( f + A il ~-— =-士 2 比⑴⑽ 

或 

(8. 39) 

你们记得,就是（时刻 t ) 在基础态中的一个 i 找到状态0的振幅〈门0。所以式 
(8. 39) 告诉我们每个系数 〈 i | 必怎样随时间变化。但这等于说式 （8. 39) 告诉我们态4如何 
随时间变化，因为我们就是用振幅〈《»来描写少的。4随时间的变化由矩阵 H ,,来描写， 
当然必定包括能使系统发生变化而给予它的性质。包括作用的物理意义，而且一般 
说来，可能依赖于时间，如果我们知道了它，我们对系统随时间变化的行为就可以有完整的 
描述。所以式 (8. 39) 就是世界的动力学的量子力学定律。 

(应指出，我们所取的总是一组固定的、不随时间变化的基础态。有人用的是会变化的 
基础态。这类似于在力学中使用转动坐标系，我们不想陷入这种复杂的情况。） 

§8-5 哈密顿矩阵 

描述嫌子力学世界的思路是，我们需要选取一组基础态《’,并通过给出系数为的矩 
阵来写出物理定律。于是我们就有了一切一我们就可以回答关于会发生什么亊悄的任何 
问题。所以必须知道求出在任何物理条件下的 H 的法则——这些物理条件是指磁场或电 
场,等等。这是最困难的部分。例如，对新的奇异粒子，我们根本不知道该用什么。换 
句话说，没有人知道整个世界的^的 H„o (部分困难是，当人们甚至不知道基础态是什 
么时，当然很难指望他会找到非相对论性现象及某些其他的特殊情况，我们确已有 
了很好的近似。特别是，我们已经有了描写原子中电子运动所需要的方法一可以用于描 
写化学。但我们不知道对于全宇宙而言全部的正确的 H 是什么。 

系数称为啥密顿矩阵，或简称为啥密嗥。(活跃于19世纪30年代的哈密顿怎么会 
命名在一个 M 子力有一段历史把它称为能量矩阵更恰当，其理由到我们应 
用它时就会明白。所以问题就 是：找 出你的哈密顿 f 
哈密顿有一个可以直接了当地推得的性质，那就是 

H * = , (8. 40) 

此性质来自于以下的条 件:系 统处在萆个态的总概率不会改变。如果起初有一个粒子- 

个物体或整个世界，那么随着时间的你得到的仍然是它。在任何地方找到它的总概率是 

E I c‘(o I 、 

它必定不会随时间而变。如果这对任何初始状况4正确,那么式 (8. 40) 也必定正确。 

作为第一个例子,我们取一个物理环境不随时间变化的情况，意思就是外畀物理条件与 
时间无关，于是 H 与时间无关。没有什么人将电磁铁通上电流或关掉。我彳$取一个只要 
用一个基础态描写的系统。 这是一 种近似，对于静止氢原子或与之类似的体系所可以作的 



—种近似。于是式 (8. 39) 就成为 

i H .. C , , 
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(8.41) 


只有一个方程——就是这些！如果是常数，这个微分方程很容易 解得： 

C , = ( 常数) e — w "'. (8.42) 

这就是具有确定能置 E = 的状态与时间的关系。你们已看到为什么应该称为能置 

矩阵了。它不过是能 M 概念对于更复杂情况的推广。 

接着，为了再多理解一点有关方程的含义，我们来研究具有两个基础态的系统。这时式 
(8. 39>成为 




(8.43) 


如各个 H 仍旧与时间无关，你们会很容易解出这个方程组。为提高兴趣，我们将这留给你 
们去尝试一下，后面我们将回过来解这个问题。的确，只要 H 系数与时间无关，你们就能够 
在不知道 H 的情况下解*子力学问题。 


§8-6 氨分子 


现在我们要来向你们说明怎样使用*子力学的动力学方程去描写某个特定的物理系 


统。我们选取一个有趣而又简单的例子，在这个例 
子中通过对哈密顿作一些合理的猜测，我们可以求 
得某些重要的一并且是实用的一结果。我们打 
算考虑的是可用两个态描写的情 况：氨 分子。 

氨分子有1个氮原子和3个氢原子，氩原子都 
位于®原子下面的一个平面上，于是这个分子成金 
字塔形，就如图 8- l < a ) 中所示的那样。这个分子像 
任何其他分子一样有无穷多个状态。它可以绕任何 
可能的轴自转，可以朝任何方向运动，可以在内部发 
生振动，等等，等等。因此，它根本不是个双态系统。 
但我们要作个近似，即认为所有其他态都固定不变， 
因为它们并不包括在我们目前考虑的问题里。我们 
只考虑分子绕其对称轴的自转（如图 所示） ，它的平 
动动置 为零，并且它的振动尽可能地小。这就限定 
了所有的条件，只有一点 除外: 对氮原子来说仍然存 
在着两种可能的位罝 —氣原子可以在氢原子平面 
图 8- i ( a ) 及 （ b ) 所示。所以我 




1 -> 


h> 


们把分子当作双态系统来讨论。这就是说，我们实 團 8-1 氨分子的两种等价的几何构形 
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际上考虑的只有两个状态，而假设所有其他状态都保持不变。你们看到，即使我们知道分子 
以一定角动置绕对称轴自转，以一定的动最运动，以及以确定的方式振动，但仍然存在着两 
种可能的状态。氮原子在“上面”，如图 8- l ( a ) 那样，我们就说分子处在态|1〉，而当氮原子 
在“下面”，如图 8- l ( b ) 那样，就说分子处在态|2>。我们将把态11〉及|2>取作分析氨分子行 
为的一组基础态。任何时刻分子的实际状态|0>可由 C , = <1 | 4 >) 即处于态 II 〉的振幅，及 
C 2 = <2 | 即处于态|2>的振幅表示出来。于是，利用式 (8. 8), 可以把态矢量丨以写作 


或 


I V&) =1 00 I W+I 2><2 | 
I ^1 = 1 1) C , +| 2 ) Ct . 


(8. 44) 


有趣的是，如果知道在某个时刻分子处在某态，那么稍过一会儿它就将$再处于同一态 
了。两个 C 系数将依式 (8. 43>而随时间变化，该式对任何双态系统都成立。例如，假定你 
进行过某种观察——或者对分子进行挑选——因此你 g 分子^处在态 II 〉。在稍后一 
时刻，会有一定机会在态12〉中找到它。为了求出机会有多大，我们必须去解那个告诉我们 
振幅如何随时间变化的微分方程。 

唯一的麻烦是我们不知道在式 （8. 43) 中系数怎样得到。然而，我们能够讲出一些 
东西來。假设分子一旦处在态|1>,它就不再有机会进入态|2>,反之亦然。于是》, 2 及/^ 
都应为零,从而式 (8. 43>变为 


i 峰= H „ C ：. 


C : = ( 常数） (8. 45) 

这正是具有能鼠£, = H „ , E 2 = H 22 的定态的 振幅。 然而，我们注意到，对氨分子来说，两 
个态 II 〉及12〉有确定的对称性。假如自然界真是合理的话，矩阵元，与应当相等。 
我们都用&来表示这两者，因为它们对应着如果与等于零时状态所具有的能 M 。 
但式 (8. 45) 并没告诉我们氨分子的真实行为。原来氮原子有可能穿过3个氢原子中央而翻 
到另一边去。这是十分困难的.越过一半路程也需要大量能》。如果氮原子没有足够的能 
»那它怎么能翮过去呢？这里存在着它能穿透势垒的荇千振幅。在量子力学中有可能很快 
地穿透一个从能 ft 来看是被禁止的区域。所以，确实有一个很小的振幅使开始处于态|1>的 
分子变为态12〉。系数》,,与，并非真正为零。由对称性，它们也应当相等——至少在大 
小上如此。事实上，我们已经知道，一般来说,必须等于的共轭复数，所以它们只可能在 
相位上有差别。结果表明,正如你们将会明白的，即使让它们彼此相等也并不失一般性。为以 
后的方便,我们让它们都等于一个负数，即取 =— A 。 于是就有下列一对 方程： 

i 今= EoC ,- AC 2 , (8.46) 

i = EoCt - AC X . (8.47) 



很容 y 解出这两个方程.我们得到 

C , =(常数 > e -靠■■，， 


这个方程组足够简单，可以用多种方法去解。有一种方便的解法如下。取两式之和，得到 
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i ^( C , + Q ) = ( E „- A )( C , + C 2 ), 

它的解是 

C , + C , = ae -'^" 6 . A >*. (8.48) 

然后，再取式 (8. 46) 与 (8. 47) 的差，就有 

i A ^( C ,- C ,) = ( E 0 + A )( C , - C ,), 

由此得 

C , - C 2 = 6 e - “娜。 (8.49) 

我们称两个积分常数为 a 与 6; 当然，它们必须选得使对任何特定的物理问题都能给出适当 
的初始条件。通过 (8. 48>与 (8. 49) 两式的加减，我们得到 C , 与 

C ,( t ) = •- A " + . (8. 50) 

Ct ( t ) = 音 e _ 獅 (8.51) 

它们除第二项的符号外都相同。 

我们求出了解，但它们的意义是什么呢？ （ M 子力学中的麻烦不仅在于求解方程，而且 
在于理解 求出的 解的意义是什么！）首先，注意到若6 = 0,两项具有相同的频率 W = 
(£：。一/\)夂 如果一 切都以同一频率变化，就意味箝系统处在某个确定的能景状态中——在 
这里能》是 （ E 。 一 A )。 所以存在着一个具有这种能世的定态，这时两个振幅 C , 与 C : 相等。 
我们得到如下结 果：如 果氮原子“在上”或“在下”两个状态具有相同的振幅，则氨分子就有确 
定的能置 （&— A )。 

~" iT =0 时，还有另一个可能的定态，这时两个振幅都有频率》= (£„+ A )/ A 。 所以， 
若两个振幅等值反号，即 C :=_ C ,, 则存在另一种具有确定能量 （ E „+ A ) 的定态。这些是 
两个仅有的具有确定能*的状态。 下章中 我们将更详细地讨论氨分子的状态，这里我们只 
提两件事。 

我们得到结论 ， B 为氮 原子有一定的机会从一个位 g 翮转到另一个位置,所以分子的能 
S 并不正好是我们原来所预料的 E 。， 而是有 （&+ A ) 与 （ E „- A ) 两个能级。不管分子具有 
怎样的能最，它的每一个可能的状态都“分裂”成两个能级。我们说 §— 个状态，是因为你们 
记得,我们当初挑出了一个特定的转动态、内能态,等等。对这样的每一个可能情况，由于分 
子的翻转,都出现了双重能级。 

现来问下面一个有关氨分子的问题。假设/= 0时，我们却道分子处在态丨1>,换句话 
说， C ,(0) = 1, C :(0) = 0。那么在时刻 r 发现分子处在态率有多大，或者，在时刻《 
发现分子仍处在态|1>的概率有多大？初始条件告诉我们式 (8. 50) 及 （8. 51) 中的 a 与6是 
什么。令 f = 0,就有 

以0)=宁=1. (：:(0> =宁= 0. 

显而易见 a = b=\ a 将这些值代入 c ,(0 及的表式，经整理后有 
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C,(0 = e - ⑽ >V( 
C“ t ) =e_( 


e (i/*)A/ 




— e -(i. 


以上两式可改写为 

C,(t) = e- (l/ * >E «'cos^, 
C 2 (t) = ie-'^'sin^, 

两振幅随时间作简谐式变化。 

时刻 z 在态|2>找到分子的概率是 C : u ) 的绝对值 平方: 


(8. 52) 
(8. 53) 


I C «(0 l z = sin 2 (8. 54) 

这个概率开始是 0( 理应如此），增大到 1, 然后在 0 和 1 之间来回摆动，如图 8-2 的曲线 P 2 
所示。分子处在 II 〉态的概率当然不 会一直 保持为1。概率“倾泻”入第二状态直至在第一 
状态中找到分子的概率为零，如图 8-2 的曲线 P , 所示。概率就这样在0和1之间摆荡。 



<以|为雄位> 

图 8-2 « = 0时处于|1>态的氨分子在 r 时刻仍处在|1>态的槪率是 P 1; 是在|2>态发现氨分子的概率 


很早之前我们见到过两个弱耦合的相同的摆所发生的情况（见第1卷第49章）。当我 
们将其中一个拉向一边然后放开，它就会摆动，但渐渐地另一个也开始摆起来。不一会第二 
个摆获得了所有能量^接着，过程逆转，第一个摆又获得能量。这和上述情况完全相类似。 
能量来回交换的速率取决于两摆之间的耦合一即“振动”得以漏过去的速率。你们该还记 
得，对两个摆的组合有两种特殊运动一每种都有确定频率一我们称之为基本模式。如 
果将两个摆一起向一边拉开，它们就以同一频率一起摆动。另一方面,将一摆向一边拉开而 
将另一摆向另一边拉开，就会有另一种稳定模式，它也具有确定的频率。 

你看，这里我们有类似的情况一在数学上氨分子就像一对摆。这里有两个频 
率一 （ f ：。 一 A)/A 及 (£ 。 +A)/h, 各对应于它们一起振动和反相振动。 
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摆的类比并不比同样方程具有同样的解这条原理深奥多少。振幅的线性方程式 (8. 39) 
非常像谐振子的线性方程。（事实上，这就是经典折射率理论成功的原因，在这种理论中，我 
们用谐振子代替了置子力学的原子，即使从经典上说这也不是一种对于电子绕核转动的合 
理观点。)如果你将氨原子拉向一边，你就会得到这两个频率的叠加，从而得到一种拍现象， 
因为系统不再处于这个或那个有确定频率的状态了。然而，氨^的能级分裂全&一种 
置子力学的效应。 

氨分子的能级分裂有重要的实际应用，我们将在下章中讨论。我们终于有了个能利用 
量子力学来理解的实际物理问题的例子！ 




第 9 章氨微波激射器 


§9-1 氨分子的状态 

本章我们打算讨论*子力学在一个实用的器件一氨微波激射器上的应用。你们也许 
会奇怪为什么我们打断 ft 子力学讨论的正规进程去研究一个特殊问题，但是.你们会看到， 
这个特殊问题的许多特征在量子力学的一般理论中相当普遍，如果仔细考察了这个问题，你 
们将学到许多东西。氨微波激射器是产生电磁波的器件，其工作原理系建立在我们上一章 
简单讨论过的氨分子性质的基础上。让我们先把上章已经得到的结果概括一下。 

氨分子有许多状态,但我们只将其视为双态系统，即只考虑分子处于任何一种特定的转 
动或平动状态时所发生的事情。双态的物理模型可以描绘如下。设想 氛分子 绕通过氮原子 
并垂直于氢原子组成的平面的轴转动，如图 9-1 所示，其中仍然存在着两种可能的状态一 
紙原子 可以在氢原子平面的这边或那边。我们称这两个状态为 II 〉及|2>。这两个态就取为 
我们分析氨分子行为的一组基础态。 



1'> 吟 

图 9-1 氨分子双基础态的物理模型。这种状态具有电偶极矩 " 


在一个具有两种基础态的系统中，系统的任何态总可用这两个基础态的线性组合来 
描写；这就是说,存在着处于一种基础态的一定振幅 C , 以及处于另一基础态的振幅 c z 。可 
以把系统的态矢量写成 

u >=| 1> C ,+|2> Q , (9.1) 

式中 

C , = <1 I 0>, Q = 〈2 I 必〉. 
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这两个振幅随时间变化的关系满足哈密顿方程式 <8. 43)。利用氨分子的两种状态的对 
称性，可取 = Eo .SH. 2 = H t , =-A, 从而得到解[见式 (8. 50) 及 (8. 51)] 

C, = ♦e- ⑽叫 -<*>’ + A e -<i/»><£o+A>. , (9.2) 

L L 

C , = W 一 |_ e (9.3) 

我们现在要更仔细地考察这两个一般解。假设分子原先处在系数6为零的态|以>中。 
那么当 < = 0时，处于态|1>及|2>的振幅相同，并且它们一直保持这种状态。它们的相位以 
同样的方式，即以同样的频率 （E»-A)/A 随时间变化。类似地，如果我们将分子置于^ = 0 
的状态1化 >，振幅 C 2 等于 C t 的负值，这个关系也将一直保持下去。两个振幅都以频率 
(迳+八）/；!随时间变化》以上所述就是 C, 与^之间的关系与时间无关的仅有的两种可 
能状态。 

我们已经找到了振幅的 大小不变 而它们的相位以相同频率变化的两个特解，按 §7-1 
的定义，它们是定态，意即具有 确定能量的状 态》态1心>具有能量£：„ =&-A , 而态|心> 

具有能设£：, = E。+A。 这两者是存在的仅有的两种定态，所以我们发现分子有两个能级， 

能量差为 2A。 （当然，我们指的是相对于原先假设中所给定的转动和振动状态而言的两个 
能级。〆 

如果辄原子没有上下翻转的可能性，就得取 A 等于零，于是两个能级将在能嫩 E。 处彼 
此 ffift 在一起。但实际能级并不是这样,它们的@能遣是但它们分裂，离开 E。 距离 
为士 A, 在两个状态的能《之间有 2A 的间隔。 g 上，由于 A 非常小，能 ft 差也非常小。 

从原子内部激发一个电子所需要的能熳比这高得多——葙要可见光或紫外光光子。为 
了激发分子的振动，需要红外光 光子。 至 于转动 的激发，状态的能 M 差就对应于远红外光的 
光子。但能鼉差 2A 低于上述任何值，事实上，它低于红外波段进入了微波区域。实验发 
现,有一对间隔是10 4 eV —相当于频率24 000 MHz —的能级。显然这意味 IJ 2A = 

A /, 即 /= 24000MH*( 对应的波长是 1.25cnO。 所以,这种分子在跃迁时发射的不是通常 
意义下的光，而是微波。 

为以下的讨论，我们要稍稍改进一下对这两种具有确定能最的状态的描述。假设我们 
取两个数 C, 与 C 2 的和而得到一个振幅 C, : 

C, = C, +C, = <1 | 4>) + <2 | < P ). (9.4) 

此式的意义是什么？这正是在某个新的状态丨II >中找到态140的振幅，而在这个新的状态 
中，原有基础态的振幅是相等的。如果把 C, 写成 <n 14>>,则可从式(9.4)中抽出|4>>——因 
为此式对任何成立，从而可得 


<n i= a i+<2 1, 


• 往后你自己在阅读或与别人交谈时，如果有个区分阿拉伯数字1及2和罗马数字 I 及 n 的简便方 
法将是有益的。我们觉得对阿拉伯数字保留 " one " 和 " IWO ” 的名称，而用 “ eimT 及 -* wei ” 来称呼1及 II 是方 
便的（虽然称作"及 “ duo " 也许更合理些！>。（以上外文分别是英文、德文和意大利文“一―和“二"的意 
思。一译者注> 
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此式同下式意义相同 

I D)=l 1>+1 2). (9.5) 

态 in > 处于态 id 的振幅是 

<i I n > = 0 11 > + < 1 1 2 〉， 

显然这正好是 1 ,因为丨 1 >及| 2 >是基础态。态 I n 〉 处在态 12 >的振幅也是 1 ,所以态 | n 〉 是一 
个在两个基础态| 1 >及| 2 > 中具有相等振幅的状态。 

但是，我们碰到了一点麻烦。态丨 n >处在这个或那个基础态的总概率大于 1 。不过这 
只是意味着该态矢置未适当地“归一化"。只要令 Yfi n > = i ,( 这对任何态都必须成 
立)那我们就能够消除这个麻烦。利用一般关系式 


(x\<p)= S<zi *><«• |4>). 


设 4 •及 X 都是态 II ,并对基础态 II 〉及| 2 > 求和，就有 

<n I n > = <n I i><i I n > +〈n 12x21 

要使这个式子等于 1 , 只要改变式 ( 9 . 4 ) 中 c , 的定义，将 c , 写为 


Cu = —j^[C\ -h C 2 ]. 


同样，我们可以构造出一个振幅 


或 


Cl = -^ r [ C | — C t ] , 


c, = *[〈1 l<p)~(2 I <P)]. 


( 9 . 6 ) 


这个振幅是态 |0> 在一个新态 I I >上的投影，这个新态处在态 Il> 的振幅与处在态 |2> 的振 
幅差一符号。即式 ( 9 . 6 ) 的意义与下式 相同： 


或 

由此可得 


<1 1 = 去 [<1 |-<2 I ], 

V 2 

I I > = -^ r [ H >-|2 >] f 

〈II 1 〉=古=-< 2 | I 〉. 


(9.7) 


我们做所有这一切的原因在于表明态丨 n 及丨 n 〉可以取作一组新的基础态，用它描写 
氨分子的定态特别方便。你们记得,作为一组基础态要^ 


<«' I j) = 8 „. 



我们已使 
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<1 丨 o = <n I n> = 1. 

由式 (9. 5) 及 （9. 7) 很容易证明 

〈II n> = <n I i> = o. 

任何态少处在我们的新基础态丨1>及丨 n > 中的振幅 Ci =< I i « o & c n = < n I 
也必须满足式 （8. 39) 形式的哈密顿方程。事实上，若将式 （9. 2) 减式 （9. 3) 然后再对 t 求 
导，就有 

i = ( E 0 + A ) C , = E , C ,. (9.8) 

如取式 (9. 2〉及 (9. 3) 的和再对 t 求导，就得 

= ( Eo - A ) C , = E , C ,. (9.9) 

用丨 I >和 I II >作基础态，哈密顿矩阵具有简单的形式 

Hi . | = Ei , H ,. , = 0, 

Ht , i — 0, H |. I = Eg . 

注意式 （9. 8) 与 （9. 9) 看起来都正好跟 § 8-6 中在单态系统下所得的方程相像。对应于单 
一的能 M 它们具有简单的随时间作指数式变化的关系。处在各个态的振幅各自独立地 
随时间变化。 

当然，我们上面所找到的两个定态1化〉及是方程式 (9.8) 及 （9.9) 的解。对于态 


1化>(这时(：， =_ c :> 有 


C , = C , = 0. 

(9 - 10) 

而对态 1 以>(这时 c , = c :) 则有 


C , = 0, c „ = e -“《>< w , 

0-11) 


还记得式 (9. 10) 中的振幅就是 

c , = <i I 化〉，以及 c , = <n I >h)-, 

从而式 (9. 10) 和下式 相同： 

I 1^, > =1 I > e _« ⑼ (*•+<*>•. 

这就是说,定态的态矢量>与基础态的态矢量 I I >的差别只在于有个与状态的能量相应 
的指数因子。事实上，当 t = 0 时 

I 0i>=l 1>, 

态 I I >的物理组态与能置为 (E 0 +A) 的定态相同。同样,对第二个定态我们有 

) = I n 

态 I m 正是/ = o 时能量为（£。_片）的定态。于是我们的两个新基础态 1 1 〉及 | n > 在物理 
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上与具有确定能量但去掉了指数时间因子的状态形式上相同，因而它们可以成为与时间无 
关的基础态。（下面我们会发现不去区别定态1化 >和 1 a >以及它们的基础态 1 1 >和 I n >是 
方便的，因为它们的差别只在于明显的时间因子。） 

总之,态矢量 1 1 >1及 I n 〉是_对基矢，它们适合于描写氨分子的确定能量的状态。它 
们与我们原来的基矢的关系是 


I I> = -^r[l 1>-| 2>], | n> =-|r[l 1>+| 2>]. 

处在 11 >及 I n > 中的振幅与 c 2 的关系是 

C| = -^r[C| — Cj ] , C D = + Ci ]. 


(9.12) 

(9. 13) 


任何状态都可用丨1〉及 1 2〉的线性组合表示——系数为 C , 与 C :, 或者用确定能量的基础态 
1 1 >及丨 n >的线性组合表示一系数为 c , 与 c , 。于是 
I <f) =1 l>c,+| 2>C,, 


或 


\< p )=\ i > c , +i n > c „. 

第二种形式给出了在能二氏+八的状态或在能量为乞,=£ 。一 A 的状态找到态 
l < p > 的振幅。 


§9-2 静电场中的分子 

若氨分子处在两个确定能态之我们以某种频率出扰动它，如满足 h a> = E ] - E t = 2 A , 
这时系统就可能由一个态跃迁到另一个态。或者，如果它原来处在较髙能态，它就可能变到 
较低能态而发出一个光子。但是为了诱发这种跃迁，必须与状态发生物理上的联系——某 
种扰动系统的方法。必须有某种外部机制如磁场或电场来影响该状态。在现在所讨论的特 
定情况下，这些态对于电场较敏感。所以，接下来我们来考察氨分子处在外电场中的行为。 

为讨论电场中的行为，我们将回到原来的基础态| 1 >及| 2 >,而不使用丨 1 >及 | n >。 假设 
在垂直于氢原子组成的平面的方向上存在一个电场。暂时不去考虑®原子上、下翻转的可 
能性，那么对于氮原子的两种位置,这个分子的能量是否相同？ 一般说来并不相同。由于电 
子更倾向于靠近氮原子核而不是氢原子核，所以氢原子略带正电。真实的能量取决于电子 
分布的详细状况。要精确描写出该分布的情况是个复杂的问题，但无论如何，净效应是氨分 
子具有一个电偶极矩，如图 9-1 所示。 我们可以在不知道电荷位移的方向与大小的详细情 
况下继续进行我们的分析。但为了跟其他人的记号相一致，让我们假设电偶极矩是 / i , 方向 

原子垂直指向氢原子平面。 

• 当 M 原子由一边翻转到另一边时，质心并不移动，但电偶极矩反转。由于这个偶极矩的 
存在,分子处在电场4中的能量将取决于分子的取向，按照上面所作的假定，如氮原子的 


* 很抱歉，我们不得不引进一个新的记号，因为我们已经用/■和 E 来表示动量和能最，所以不想再用 
它们来表示偶极矩和电场。记住，在这一节中是 g 偶极矩。 
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指向沿着场的方向，势能就高，如与场方向相反，势能就低.两者能量的间隔是2/^。 

在到此为止的讨论中，我们只假设了 E 。 与 A 的值而不知道怎么去计算它们。根据正 
确的物理理论，应有可能根据所有原子核和电子的位罝与运动来计算出这些常数。但从没 
有人作过这种计算。这样一个系统包括10个电子和4个原子核，这种计算实在是太复杂的 
问题。事实上，关于这个分子的情况，别人知道的比我们的也多不了许多。人们所能够说的 
只是，当电场存在时，两种状态的能量是不同的，其差值正比于电场。我们令比例系数为 
2+但其值必须由实验确定。我们也可以说分子翻转的振幅是 A , 但它也必须由实验测定。 
没有人会告诉我们^和 A 的精确理论值，因为详细计算实在太复杂。 

对于处在电场中的氨分子,我们的描写必须有些改变。如果不考虑分子由一个位形翻 
转到另一个位形的振幅，我们可以预枓这两个态|1>与|2>的能量是（£。 土; u <?)。 按照上一章 
的做法，我们取 


Hu = E 0 +/x^, = E 0 — fiS. (9.14) 

我们还假定施加的电场不会显著地影响分子的几何形状，因此，也不会影响氨分子从一位 s 
跳至另一位 S 的振幅。于是可以认为与没有变化，即 

H „ = H Z1 =- A . (9. 15) 


现在我们必须来解具有这些新的值的哈密顿方程式 (8. 43)。我们本可以像过去那样来 
解方程，但因为以后有几种场合需要求双态系统的解，让我们对一般情况下的任意—— 

只假定它们不随时间变化-劳永逸地求出方程的解来。 

我们要求下列一对哈密顿方程的一 般解： 

ih ^- = HnC .+ H ^ C ,, (9.16) 

i = H tl C , + H „ C ,. (9. 17) 

由于这些是常系数线性微分方程，我们总可找到依赖于变廬 £ 的指数函数的解。我们得先 
来求对 C , 与& 两者来说有相同时间相关性 的解； 可以用尝试函数 
Cl = a,e , C , = a 2 e ' - . 

因为这样一个解对应于能置 E = hw 的状态，我们可以直接写出 

C , = (9. 18) 

C 2 = (9. 19) 

这里 E 仍然未知，要求使微分方程式 (9. 16) 及 (9. 17) 得到满足来给于确定。 

将式 (9. 18) 及 (9. 19) 的 C , 与 C : 代入微分方程式 (9. 16) 及 （9. 17) 中，导数项正好给出 
一 i £7 A 乘以 C , 或(： 2 ,所以左边就是 EC , 和 EG 。 消去公共指数因子，我们得到 
Eb , = H u a, 4- H xz a z , Ea t = H t ,a, + H 2I a 2 , 


经整理之后得到 


( E — H „ ) a , — H , 2 a z = 0 , 


(9. 20) 
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— Hjiai + ( E — Hti ) a z = 0. 
这齐次代数方程组,只有在 A 与4的系数行列式为零，即当 

= 0 


Det 


E - 






(9.21) 


(9.22) 


时, A 和心才有非零解。 

然而，当只有两个方程和两个未知数时，我们无需这种深奥的概念。两个方程式 (9. 20) 


与 （9. 21) 中的每个都给出两个系数 £ 

与 A 的比，这两个比必须相等。 

ai _ H xz 

由式 (9. 20) 有 

(9.23) 

由式 (9. 21) 有 

a x E - H ,,* 


fli — E — H 22 
a , - 

(9.24) 

这两个比值相等，我们得到 E 必须满足的方程 



= 0 . 

这与解式 (9. 22) 得到的结果相同。不论哪种解法都得到一个 E 的二次方程，它有两个解 


E = H » 言 士 + (9.25) 

能 tttE 有两个可能值。注意两个解对能量都给出因为 H „ 与是实数 ，而札札 = 
H lt I *. 都是正实数。 

利用与前面同样的约定，我们称较高的能8为 Ei ，较低的能量为。于是 


E , = H "言 ~ H>1 上 + H , 2 H „ , (9. 26) 


£n = ^± JLl (9.27) 

在式 (9. 18) 及 (9. 19) 中分别使用这两个能量值，就得到两个定态(确定能置的状态）的振幅。 
如果没有外来扰动，系统原先处在两态中某一个态，就将一直处在该态，只是相位会改变。 

可以对两种特殊情况验证我们的结果。如= 0,就有及 £ D = 
H 22o 这无疑是正确的，因为这时式 (9. 16>与 (9.17) 之间没有耦合，分别表示能量为 H „ 和私 
的状态。其次，如令= Eo 及叶，=叶：=一 A , 我们就会得到先前得到过 的解： 
Ei = E 0 +A 和 E b = E q — A . 

对一般情况，两个解和 E d 对应于两个状态，这两个状态又可以写成 
I Vfr ,> =1 I > e - <i/,,E . •和 > =丨 n > e -< i/,,E .*. 

这两个态就有式 (9. 18) 及 (9. 19) 给出的 C , 与 C :, 其中 ai 与 a , 仍待定。它们的比值由式 
(9. 23) 或 (9. 24) 给出。它们还需满足一个条件。如果已知系统处在定态之一，那么在|1>或 



|2> 中找到它的概率之和必定等于1,即必须有 
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I C , | l +| C , I 1 = 1, (9 - 28) 

或等价地 

| a , |:+| a : |: = 1. (9.29) 

这些条件并没有唯一地确定^ 与免 ，它们仍有个不确定的任意的相位，即有 e - 这样一个因子 
未确定。虽然可以写出各个 a 的一 般解* ，但算出每一种具体情况下各《的值通常更方便些。 

现在让我们回到电场中的氨分子这一特例上去。利用式 （9. 14) 与 （9. 15) 所给定的 
H „, »„及的值，我们得到两个定态的能量 

E , = Eo +-/ AT \ r i 7 e T , E , = Eo - v / A J + 〆 <?*, (9. 30) 

这两个能量作为电场强度 S 的函数画在图 9-2 中。当电场为零时，两个能量当然正好是 
E 。 土 A 。 在施加电场之后，两个能级之间的分裂增加。这种分裂起先随缓慢增大,但最后 
变为与成正比例。（曲线是双曲线。）在极强的电场中，能 ft 成为 

£i = E 0 = H n , E ( = Eo — = H 22 . (9. 31) 



田 9-2 处于电场中的 氨分子 的能级 


当氮原子在两个位置上的能量相差非常大时，它在两个位置之间来回翻转的振幅就不起什 
^ mjo 这是个有趣的问题.我们后面还要谈到它。 


• 例如，下面就是一组可能的解,你很容易验证 它们: 
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我们终于可以理解氨微波激射器的工作原 
理了。其概念如下。首先，我们要找到一种把 
处在 1 1 >态的分子和处在 I n >态的分子分离开 
的方法*。然后，使处于较高能态丨 I >的分子 
通过一个共振频率为24 000 MHz 的谐振腔。 
分子会把能量交给谐振腔——交的方式将在后 
面讨论一从而在离开腔时分子处在态 I n >之 
中。每一个发生这样跃迁的分子都把 E = 
E , - E , 的能量交给谐振腔。来自分子的能 

我们如何使两种状态的分子分离？一种办法是 ：使氨 气由细小喷嘴射出，连续通过两个 
狭缝后形成一细束，如图 9-3 所示,然后让细束通过一个具有颇大横向电场的区域。产生电 
场的电极形状要做得使电场在横越分子束方向上迅速地变化。于是电场的平方^ •<? 在垂 
直于分子束的方向上有很大的梯度。而处在 I 1>态的分子所具有的能置随々而增大，因此 
这部分分子束将向 &较低 的区域偏转。相反，处在 I n >的分子将向 ■^较 大的区域偏转，因 
为它的能撤随 P 增大而减小。 

附带提一下，对实验室中所能产生的电场来说，能总是远小于 A 。 在这样的情况 
下，式 (9. 30) 中的平方根可以近似取为 

+ + (9.32) 



场中#具有垂直于分子束方向上的梯度 


所以，就实用的目的而言，能级是 


E„ +A+' 


2A 


及 


Efl = E 0 — A — ' 


~2A' 


而能 a 的变化近似地与成线性关系。于是作用在分子上的力是 

F =^ gt - 


(9. 33) 

(9. 34) 

(9. 35) 


许多分子在电场中具有正比于的能量。比例系数就是分子的极化率。由于分母中的 A 
值很小，氨分子具有异常高的极化率。所以，氨分子对电场异常敏感。（你估计一下氨气的 
介电系数是多少？） 


§9-3 在随时间变化的场中的跃迁 


在氨微波激射器中，处在态丨 I >且具有能量心的分子束被送入一个共振腔，如图 9-4 


* 从现在起我们写丨1>与 I D > 来代替与 Mi 〉。 你们必定记得实际的态1心> 与是能屋的基 
础态乘以适当的指数因子。 
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所示。而另一分子束则被丢弃。在腔内有一个随时间变化的电场，于是我们要讨论的下一 
个问题就是分子处在随时间变化的电场中的行为。我们碰到了完全不同类型的问题——具 
有随时间变化的哈密顿的问题。由于依赖于4 也就随时间而变，于是我们必须确定 
系统在这种情况下的行为。 



首先，我们写下待解的 方程： 

= ( E „+^) C , - AC t , 

ifi 智 =- AC ,+( E „-^) C l . 

为明确起见，我们设电场作正弦式变化，于是可以写出 

S = 2^*0 cos cof = + e 一 〉• 


(9. 36) 


(9. 37) 


在实际操作中频率 Oi 与分子跃迁的共振频率 M = 2 A // i 极为接近，但此刻我们想使问题保持 
t 遍性,所以还是设它具有任意值。解上述方程的 敁好方 法是像先前那样构成 C , 与^的线 
性组合。于是我们将两个方程相加，除以2的平方根，再利用式 <9.13) 中 ClSq 的定义。就 
得到 


ih ^T = •- A > C « • (9. 38) 

你们会注意到这与式 (9. 9) 相同，只是多了一个由电场引起的额外项。类似地，将式 （9. 36) 
中的两个方程相减，可得 

= ( E 0 + A ) C , +^£ C t . (9. 39) 


现在的问题是，怎样解这些方程？它们比先前的那组方程更难解，因为依赖于而 V 
实上，对于一般的 A 0, 其解无法用初等函数表示。然而，只要电场很小，我们可以得到一 
个很好的近似解。首先我们写出 


Cl = y, = r, e- rtE i un , 

C, = y B e -*< E 。 - 仙 作 =y, e t,E « un . 


(9. 40) 
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如果不存在电场,那么只要选取 M 与为为两个复常量，这些解就是正确的，事实上，因为处在态 
II 〉 的概率是 q 的绝对值平方，而处在态 I n > 的概率是心的绝对值平方，处在态丨 1 > 或态 
丨 n 〉 的概率正好是 lyi I 2 或 ly D I 2 。 例如，系统开始时处于态 I m , 那么 yi 为零而 ly n I 2 是 
1, 这种状况将一直继续 下去。 如果分子本来处在态 I n >,那么就没有机会变为态 1 1 >。 

注意，我们将方程写成式 (9. 40) 的形式的思路是，如果比 A 小，那么解答依然可写 
成这种形式，只是 h 与 y n 变成随时间缓慢变化的函数了。所谓“缓慢变化”是指与指数函 
数相比较而言。 S 賊辦。細麵)^7»舰雜針轉錢龍脑。 

现在我们要把式 (9. 40) 中的 C , 代入微分方程式 (9. 39) ,但必须记住 yi 也是 t 的函数。 
我们有 

i = E , y , e ^ i^+i 

微分方程就变成 

( E , y , = E , y l e -" /, IE > , +^ y „ e - <i/ "' E « , . (9.41) 

类似地 . dC ^ / d / 的微分方程成为 

( E „ y n +i = E , y , e - ( i /,, E i , + A /< fyie - ( l /,, E i , . (9.42) 

现在你们会注意到每个方程的两边都有相等的项。我们先将它们消去，再将第一个方程乘 
以 e +心 1 ' 将第二个方程乘以 e + A '' 要记住（心一仏 ）= 2/1=；^ 。，最 后就有 

ih^j- = , 

(9.43) 

= ^(t)e^*y,. 

现在我们有了一对外观上简单的方程一当然，它们仍然是精确的。一个变 ft 的导数 
是时间函数乘以第二个变量，第二个变■的导数则是类似的一个时间函数乘以第 
一个变量。尽管不能得出这些简单方程的一般解,我们仍将就某些特殊情况求解这些方程。 

我们只对振动电场的情况感兴趣，至少当前是这样。将外0取为式 （9. 37) 的形式，我 
们发现 h 与 y » 的方程变为 


i h ^- = / A + e _l< *—*•>■]/!! , 
i h ^- = ^<? 0 [ e M *^ " + " ] y ,. 


(9. 44) 


如果馬足够小, h 与 y n 的变化率也就小。两个 y 随时间 z 的变化不会很大,特别是跟指数 
项所引起的迅速变化相比而言。这些指数项具有实部及虚部，它们以频率 （《> + _) 或 (CU — 
coo ) 振荡。以 U + c ^ o ) 振荡的这一项在平均值零上下变化得很快，因此，对 y 的变化率的平 
均值贡献并不很大。这样，我们就可以合理地取一个很好的近似，即用它们的平均值，也就 
是零，来代替这些项。只要舍去它们，即可取作我们的近 似式： 
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1 今 = A e+U 〜， yi . 

即使剩下的其指数与（《_«*0)成比例的那一项也变化得很快，除非 O * 接近于《»。。只有这时 
右边的变化才会足够缓慢，以至当我们将方程对 Z 求积分时才能得到可觉察到的董值。换 
句话说，对1电场而言,只有那些靠近执的频率才是重要的。 

在得 ® Ik (9. 45) 所作的近似下，方程才可以精确地解出，但解法仍颇复杂，所以我们 
现在不想解它，而要等到以后碰到同样类型的另一个问埋时再说。现在我们只求出近似 
解一或更确切地说，我们将找出完全共振，即 a * =明时的楕确解.以及频率接近于共振 
频率时的近似解。 


§9-4 共振跃迁 


首先让我们考虑完全共振的情况。如果取 w = 0*0, 则式 (9. 45) 的两个方程的指数均等 
于1,于是便有 

如果先从这些方程中消去 K ，然后消去，我们就发现每个 y 都满足简谐运动的微分 方程： 

杂一 (今) V . (9-47) 

这些方程的一般解可由正弦和余弦函数组成。很容易验证，下列方程式就是一 种解： 

y, =acos(^)/+6sin(^)/, (g . 48) 

=i6cos(^)i-i a sin(^)e, 

式中 a 与 6 是根据特定的物理条件来定的常数。 

例如,设£ = 0时分子系统处在较高能态11〉，由式(9.40)可知,这要求/ = 0时 /| =1 
及）^ =0。在这种情况下，就要求 a = l , 6 = 0。往后某时刻 t 分子处在态 | I 〉的概率是^ 
的绝对值平方，即 

Pi =| y| |: = cos :( 今), • (9.49) 

类似地，分子处于态 I n >的概率是 y , 的绝对值平方，即 

P . =1 y . r =5^(^)/. (9. 50) 

只要 d 很小,并且处于共振情况下，概率就由简单的振荡函数给出。处在态丨 I >的概率由1 
下降为0,然后再回升到1,同时,处在态 | n > 的概率则由0上升到1,再下降。两种概率随时 
间的变化曲线如图 9-5 所示。不用说，两概率的和总是等于1,分子总得处在某个状态之中！ 
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设氨分子通过共振腔需要时间 T 。 如果使腔长正好 满足； = 那么进腔时处 
在态 I I 〉的分子离开时必处于态 I n 〉。 如果它进入空腔时处于高能态，离开腔时就处于低 
能态。换句话说,它的能 w 减少了，能》不可能丢失到其他地方，只可能进入产生场的机制 
中去。你们可 以看到 分子能 a 怎么馈入共振腔的振荡中去的有关细节是不简单的，不过，我 
们不必去研究这些细节，因为我们可以利用能置守恒原理。（如果我们一定要研究这些细 
节，那么除了原子的 w 子力学外我们还要考虑共振腔中场的鼉子力学。） 

概括 一下： 分子进入共振腔后，以正好恰当的频率振荡的腔内电场诱发分子从商能态跃 
迁至低能态，而所释放的能 w 则馈入振荡电场。在一个工作箱的微波激射器中，分子提供足 
够的能 M 以维持腔的振荡一不仅提供足够功率以弥补腔内损耗，还提供少®可从腔中引 
出的额外功率。于是，分子能 w 被转换为外界的电磁场能 a 。 

记住，在分子束进入共振腔之前，必须使用一个分离分子束的过滤装 s , 只让高能态的 
分子进入腔内。不难证明.如果你在开始时用的是低能态的分子，整个过程将沿相反方向进 
行,从腔中取出能 w 。 如果使未过滤的分子束进入，那么有多少分子取走能 a 就有多少分子 
释放能终什么也不 发生。 当然，在实际运行中，不必使(/^。了々0正好是 jt /2。 对任何其 
他值(除去正好是《的整数倍外），都有一定概率从态 id 跃迁至态 in 〉。 但对其他值来说，器件 
的效率不是100%;许多离腔时本来应该把一些能置交给空腔的分子并没有把能量交给腔。 

在实际情况中，所有分子的速度并不都相同，它们具有某种形式的麦克斯韦分布。这意 
味着不同分子的理想的时间周期不相同，因此不可能同时对所有分子都获得100%的效率。 
此外，还存在另一种容易想到的复杂性，但此刻我们不想为此费心。大家记得腔内的电场通 
常在腔中处处不同。因此，当分子通过共振腔时，分子所在处的电场以比我们所假设的随时 
间作简谐式振荡更为复杂的方式变化。显然,必须用更繁复的积分来精确计算这个问题，但 
其基本概念仍然相同。 

还有另外一些制造微波激射器的方法,代替用施特恩-格拉赫装置分离态 1 1 >的分子和 
态 I u >的分子，也可以将原子（像气体或固体）预先放在腔内，用某种方法使原子从态 I n 〉变 
到态 in 。 一种方法是在所谓三态•微波激射器中使用的方法。为此，所用的原子系统要 


• 本书原文 three - suie , 译作••三态 ' 现在普遍使用的术*是••三能级 "three - level 。 一译者注 
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有3个能级，如图 9-6 所示，它们具有下列特性。 
系统会吸收频率为 Aw , 的辐射(如光），从最低能级 
E n 跳到高能级 E ', 然后迅速发射光子而落到 
能量 E , 的态 | 1>。态 | 1>有长的寿命，因而这个 
态的布居数会增多，这样，就会达到于态丨1>与态 
丨 m 之间发生微波激射的条件。虽然这种器件称 
为“ 三态”微波激射器，它的工作方式实际上和我们 
所描写的双态系统完全一样。 

激光 （Light Amplification by Stimulated 
Emission of Radiation ) 只不过是 一 种工作在光学 



田 9-6 “三态”微波激射器的能级 


频率的激射器。激光的“共振腔”通常由两块反射镜组成，在两反射镜之间建立起驻波。 


§9-5 偏离共振的跃迁 


«后，我们想要搞清在共振腔频率接近、但不严格等于物的情况下状态如何变化。我 
们能够精确解答这个问题，但我们并不打算这样做，而讨论一种重要情况，即电场较弱，而且 
时间间隔 T 也较小，从而远小于1。这样，即使在我们刚计算过的完全共振的情况 
下，产生跃迁的概率也较小。假设我们仍从 yi =1及 = o 开始。在时间 了内我 们预料 
h 仍然保持近似等于1,而则保持远小于1。这样问题就很容易。我们可以从式（9.45> 
的第二个方程来计算 y a ，取 y , 等于1,并从《 = 0积分到 t = T 。 我们得到 

• M [ 苦 ] . (-D 

将此 h 值用于式 (9. 40) 中即给出时间间隔了内从态 | I 〉跃迁至态丨 D >的振幅。发生跃迁 
的概率 p < i - n ) 是 I *. 即 

!»= [4 I ] ； m#] . (9 - 52) 

将在一定时间间隔内跃迁的概率作为共振腔频率的函数作图是很有意义的，从这可以 
看出在共振频率吻附近跃迁概率对频率依赖的灵敏程度。我们将这样的 p ( I — n ) 曲线 
画在图 9-7 中。（通过将纵坐标表示的概率除以= 处的概率值，峰值的纵坐标被调整到 
1。>我们在衍射理论中已见到过这样的曲线，所以你们对它应该已经熟悉了。当(<0 — <00)= 
27 T / T 时，曲线相当迅速地下降至零，而对更大的频率偏差，再也不能重新达到可观的数值。 
事实上，曲线下面积的绝大部分位于的区间之内，可以证明 ， 曲线下的面积正好是 
并等于图中所画的阴影矩形的面积。 

让我们就一个真实的微波激射器来考察上述结果的含义。假设氨分子在腔内呆了适当长 
的时间，比方说 lms 。 那么对/。= 24 000 MHz , 我们可以求出频率偏差为 （/— /。）//。= 


• 利用公式 J dr = x 0 
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1//。了，这个数值为 5X104 时，跃迁概率下降为零。显然频率必须非常接近于吻才能得 
到可观的跃迁概率。这一效应是能够用“原子”钟获得极高精度的基础，而原子钟就是根据 
微波激射器原理工作的。 


§9-6 光的吸收 

上面的处理方法适用于比氨微波激射器更普遍的情况。我们处理过分子在电场的影响 
下的行为，不论场是否局限于腔内。所以我们可以简单地把一束“光”一微波频率一照 
射到分子上.并求发射或吸收的概率。我们的方程同样适用于这种情况，但我们用辐射的 g 
g 而不是用电场作为参数来重新写出那些方程。如果定义强度■/为每秒钟通过单位面积的 
i 均能 a, 则由第2卷第27章，我们可以写出 

■f — <of* ； /X B I I f X I 麵大 = 2<oC 

(4 的最大值是 2 馬。）于是跃迁概率为 

通常照射在这样一种系统上的光并不是严格单色的。因此，值得再求解一个问题一 
就是计算光的频率分布在包括 a 在内的一定宽度区间上的跃迁概率，令每单位频率间隔的 
光强为 a 一。 这时，从 11 >至 I n 〉跃迁的概率成为一个 积分： 

p(I - n) = 21 {占 ( 9 . 54) 


-般来说, •>(««) 随 CO 的变化将远比尖锐的共振项来得缓慢。两个函数也许就像图 9-8 所示 
那种样子。在这种情况下，我们就可以将 Aco) 用它在尖锐的共振曲线中央位置处的值 
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•/(⑽）来代替，并将它提出积分号外。所留下的正是图 9-7 的曲线下的积分，如我们所知此 
积分正好等于 211/ r 。 我们得到如下结果 

P ( I - m = (9.55) 

这是个重要的结果，因为它是光被任何分子或原子系统吸收的普遍理论。尽管我们是从 
考虑态 II 〉 比态 in> 能最高的悄况开始的，但我们的讨论中没有任何依赖这个寧实的地方。如 
果态 II 〉具有的能 量 比态 in〉®, 式 (9. 55> 仍然 成立; 这时 p(i— n) 就表示从入射电磁波吸收能 
* 发生跃迁的概率。任何原¥系统对光的吸收总是与能 * 差为 e = 的两个状态之振 
荡电场中发生跃迁的振幅有关。所以，对任何特定情况，此振幅总是用我们这里所用的方法计 
算,并可得到如式 (9.55) 那样的表式。因此.我们要强调指出这个结果的下列几个特点。首 
先，概率正比于 T 。 换句话说,单位时间发生跃迁的概率是常数。其次,这个概率正比于入射 
到系统上的光萆。最后,跃迁槪率正比 于 〆 。 你们该记得,决定了由电场#所引起的能 M 
变化。正因为这一点,作为耦合项也出现在式 (9. 38) 及 (9. 39) 中，就是它引起原来是定态的 
两个状态 II 〉 与 in> 之间的跃迁。换句话说，对于我们所考虑的小的 <?. 〆 就是哈密顿矩阵元中 
联系着态 II 〉 与 in> 的所谓“微扰项”。在一般情况下，我们要用矩阵元代替 〆 ?(见§5-6)。 

在第1卷§ 42-5 中我们讲过用爱因斯坦系数 A 与 B 表示的光的吸收，受激发射，及自 
发发射之间的关系。现在,我们终于有了计算这些系数的量子力学程序了。我们所说的双 
态氨分子的 p ( I ) 正好对应于爱因斯坦辐射理论的吸收系数 b _。 对于复杂的氨分 
子一无论什么人要对它进行计算都太困难——我们已将矩阵元 < n ihi I >取作为并 
讲明#要由实验得到。对简单的原子系统,属于任何特定跃迁的//_可由以下定义计算出 : 

<m I H | n > = H„ f (9.56) 

这里》„是包括弱电场效应的哈密顿矩阵元。这样计算 出的; ^称为电偶极子矩阵元。所 
以，光的吸收与发射的量子力学理论就归结为对特定原子系统计算这些矩阵元。 

我们对简单的双态系统的研究就这样使我们得以理解光的吸收与发射的普遍问题。 



第 10 章其他双态系统 

§10-1 氢分子离子 

上一章我们在把氨分子看作双态系统的近似下讨论了氨分子的一些特性。当然，氨分 
子实际上不是双态系统——还存在着转动、平动、振动等等许多状态，但由于氮原子的上下 
翻转，这些运动状态的每一个都要分解成两种内部状态。这里,我们要考虑在某种近似下可 
视为双态系统的另一些例子。有许多问题都是近似的，因为总是有许多其他状态存在，在更 
梢确的分析中应当把它们考虑进去。但在所举的每个例子中，仅仅考虑两个状态我们还是 
能学到许多东西。 

因为我们只处理双态系统，所以所需要的哈密顿就与上-•章所用过的一样。当哈密顿 
与时间无关时，我们知道有两个具有确定一通常不相同的—— 能馕的 定态。我们的分析 
所用的一组基础态通常不是这些定态，而是可能具有其他某种简单物理意义的态。于是，系 
统的定态将用这些基础态的线性组合来 表示。 

为方便起见，我们总结一下第9章中重要的方程式。设原来选取的基础态是|1>及|2>。 
那么任何态可以表示为如下的线性组合 

|0=| 1〉〈1 | +| 2><2丨 0 = | 1> C , +| 2) C t . (10.1) 

振幅 C , (就是指 C , 或 C :) 满足两个线性微分方程 

i/J^= Dh.C,. (10.2) 

这里 i 与 i 都取值1及2。 

当哈密顿的各项不依赖于 t 时，具有确定能置的两种状态(定态），即我们称为 
I 0.) =1 •即和丨 ^,>=| WW 

的状态具有能簠 

E. = Hn 2 Ha ): + 

,_,_ (10.3) 

这两种状态的两个振幅 C 具有相同的时间的依赖关系。与定态相联系的态矢量丨 I >及 
丨11>与原来的基础态|1>及|2>之间有以下关系 


I 1>=1 Da, +1 2)a t , 

I n > =1 lV.+l 2> ai . 


(10.4) 
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这些 a 都是复数，它们满足 

I “I I* +1 a: | 1 = 1, 

„ (10.5) 

0 ^ _ n u 
di Ej — Hu ' 

U ； r+I ail 1 = 1, 

„ (10.6) 

3 _ E , - H „. 

如 》„与^„ 相等一比方说都等于 E 。 一而 =- A , 那么 Ej = E 0 + A , E „ = 
E 0 - A , 从而态 I I > 及 I n 〉就特别 简单： 

I I > = -^rtl 1>-| 2>], I n > = -^-[l 1 >+I 2>]. (10.7) 

现在我们要利用这些结果来讨论一些取自化学和物理学领域中的有兴趣例子。第一个 
例子是氢分子的离子，一个带正电的电离 S 分子由两个质子及一个电子组成,这个电子在两 
个质子周围运行。如果两个质子相离很远，我们 
预期这样的系统会有什么状态呢？答案很 清楚： 

电子将靠近一个质子而形成一个处于最低能态 
的氢原子，而另一个质子则独自成为一个正离 
子。所以，如果两个质子离得很远，我们可想象 
这样一种物理状态，即电子“ 附笤” 在其中一个质 
子上。显然，还有另一种与之对称的状态，即电 
子靠近另一个质子，而第一个质子就成为一个离 
子。我们将取这两种态作为基础态，而称它们为 
丨1>及|2>。两种态画在图 10-1 中。当然，一个 
电子斿近一个质子的状态实际上有许多.因为这种组合可以以任何一种氢原子的激发态存 
在。目前我们对这些各种各样的态并不感 兴趣； 我们只考虑氢原子处在鼓低能态一基 
态——的情况，而且我们暂时不考虑电子的自旋。我们可以假设在所有状态中电子都具有 
沿之轴〃朝上”的自旋。 

从氢原子中移去一个电子需要 13. 6 eV 能 ft 。 只要 氢分子 离子的两个质子相距很远， 
将电子移至靠近两质子中点某处也差不多需要这么多能量——在我们现在的问题中这是很 
大的能量。所以从经典物理的观点来看，电子从一个质子跳往另一个质子是不可能的。然 
而，在量子力学中这是可能的——尽管可能性不很大。仍有一定的小的振幅使电子从一个 
质子跑向另一个质子。作为第一级近似，我们令每个基础态丨1>与|2>都有能量 E 。， 这正是 
一个氢原子加一个质子的能置。我们可以取哈密顿矩阵元与都近似等于 E 。。 对另 
外的矩阵元与(它是电子往来跳动的振幅）我们仍 记为一 A 。 

你们会发现这里的事情与上两章所玩的是同样的把戏。如果不考虑电子能够来回跳动 



S 10-1 两个质子及一个电子的一组基础态 


• 只要磁场不起作用，这种情况就能满足，我们将在本章后面讨论磁场对电子的效应，第】2章中讨论 
自旋在氢原子中的极小效应。 




136 I 费恩曼物理 学讲义 （第 3 卷 > 

的事实，我们就有能量完全相同的两个态。然而，由于电子有来回跳动的概率,这个能级就分 
裂为两个能级，跃迁的概率越大,分裂就越大。这样,系统的两个能级就是及带 
有这两个确定能最的状态就由式 （10. 7) 给出。 

从解答中我们看出，如果使质子与氢原子靠近，电子就不会总待在其中一个质子一边， 
而要在两个质子间来回跳动。如果它开始处在其中一个质子旁，那它就将在态 II 〉及12〉之 
间来回振荡，即给出一个随时间变化的解。为了得到最低能量的解(这解不随时间变化），开 
始时此系统中的电子围绕各个质子的振幅就必须相等。记住，这里不是两个电子一我们 
并没有说围绕每个质子各有一个电子。总共只有一个电子，它在任一个质子旁的位 g 上都 
具有相同的振幅，其大小为 

本来靠近一个质子的电子跑到另一个质子旁的振幅 A 依赖于质子之间的距离。质子 
靠得越近,振幅就越大。你们记得我们在第7章中谈到过在经典(观 念〉 上不可能有电子 ••穿 
透势垒”的振幅。这里我们有同样的情况，电子穿透的振幅在距离大时大致上随距离增大而 
指数式减少。既然质子靠近时跃迁概宰(从而变大，能级的分离也就增大。如果系统在 
态 I U , 能》 E 。+ A 随着距离的减小而增大，所以这样的置子力学效应将产生一种排斥力 
使质子分离。相反，若系统处在态 I 1 Q .那么如让质子靠近，总能最将 喊少； 有个吗弓_|力将质 
子拉到一起。两种能置随质子之间距离而变化的悄况大致如图】 0-2 所示。于是我们对使 
H 2 + 离子结合在一起的结合力就有了一个量子力学解释。 



m 10-2 H ； 离子两种定态能緻作为两个质子间距离的函数 


但是，我们忘了一件事。除了我们刚才所描写的力外，在两个质子间还存在着静电斥 
力。当两个质子相隔较远时一如图 10-1 中的那种情况——“裸”质子只见到一个中性原 
子，因此静电力可以忽略不计。但当距离十分靠近时，“裸”质子开始进入电子的分布区“内 
部”,就是说，平均而言，氢原子核离另一个质子比离电子为近。这样便开始出现一些额外的 
静电能，当然是正的。这个能量——也随距离而变化——应包括在 e » 之中。所以我们应 
当取图 10-2 中的虚曲线表示 E 。， 当距离小于氢原子半径时，它迅速上升。我们应当由£。 
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加上及减去翻转能置 A 。 这样做以后，能量及 £： n 就将如图 10-3 所示那样随着质子间 
距离而变。[在这个图上我们画的是经过更详细计算的结果。质子间距离以1 mn ( l ( r 9 m ) 
为单位标出。超过一个质子加上一个氢原子的能量则以氢原子束缚能一所谓“里德 
伯”能最 E h 13. 6 eV ——为单位标出。]我们看到态丨11>有一个能量极小点，这就是 H / 离 
子的平衡位形，即最低能量态。这点的能量低于一个分离的质子与一个氢离子的能量,所以系 
统是束缚着的。单个电子起着使两个质子结合在一起的作用。化学家称之为“单电子键”。 



D ( nm ) 

團 10-3 H ； 离子能级作为质子间距离 D 的函数 < E H = 13.6 eV ) 


这类化学键联也常称为 “ S 子力学共振”（用我们先前描述过的两个耦合着的单摆作类 
比）。但这种称呼听起来比啦情本身更神秘些。其实，只有当你从对基础态的不恰当选择出 
发一正如我们也做过的那样，它才••共振”！假如你选了态 I n >, 你就会有最低的能态—— 
情况就是如此。 

我们可以用另一种方式来看一下为什么这样一个状态具有比一个质子与一个氢原子低的 
能 s 。 让我们设想一个电子靠近彼此相距某个固定但不太远的距离的两个质子。你们还记 
得，当只 有一个 质子时，由于不确定性原理.电子是“弥散”的。电子在具有低的库仑爱能和不 
要被束缚在太小的空间两者之间寻求一种平衡。因为由于不确定性关系 = a ) ,电 
子被束缚在小的空间内则它的动能就要增高。如果有两个质子，就有更多的空间使电子具 
有较低的势能。它可以在不加大势能的条件下弥散开来——从而降低动能。净结果就是得 
到低于一个质子和一个氢原子的能量。那么为什么另一种态丨1>具有较高能量？请注意， 
这个态是态|1>及12〉的養。由于|1>及|2>的对称性.它们的差使得在两个质子的半当中找 
到电子的振幅必定为零。这意味着电子在某种程度上被束缚得更紧，这就导致较大的能*。 

应该指出， •-旦 两个质子之间的距离近到图 10-3 中曲线的极小值时，把 H 2 + 离子视为 
双态系统的近似处理就完全失效了，因而这时不能得到实际结合能的精确值。对于小间距， 
我们在图 10-1 中所设想的两种“态”的能量不再恰好等于£：„,需要一种更楮确的量子力学 
处理方法。 
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假定我们现在问，如果不是两个质子，而是两个不同的客体，比方说一个质子与一个正 
的锂离子（两个粒子仍都带有单位正电荷 h 情况又会怎样？在这种情况下，两项哈密顿量 
»„与》„不再 相等； 事实上，它们将很不一样。如果出现了差 （Hu — »„)的绝对值远大于 
A =- H n 的情况，吸引力就变得非常微弱，这可由下面看出。 

如果将 H n H lt = A 2 代入式 (10.3), 就有 


r _ H „+ H „ H „ - / 4 A Z 

2 工 2 V - 

当 （ H „ — 远大于时，平方根就近似地等于 


于是两个能置就是 

En 

它们非常接近于孤立原子的能量《„与，只是由于翮转振幅 A 而略有差别。 

能*差£ 1 - E 0 是 

付 n 一 

来自电子振荡的附加能级分裂不再等于2/\,而小了一个因子 A /( H „ 该因子我们现 

在假设为远小于1。此外， E .- E , 对两个原子核间距的依赖关系也比 H ? 离子小得多一也 
减小因子 A /( ff „ _ H „)。 现在我们明白了为什么不对称双原子分子的键联一般很微弱。 

在我们的 H ,+ 离子理论中我们已经发现了对两个质子共有的一个电子实际上提供了两 
质子间的吸引力这种机制的解释，这种吸引力即使在质子相距较远时也能存在。此吸引力 
来自电子从一个质子跳到另一个质子的可能性所造成的系统能 tt 的减少。在这种跳跃过程 
中，系统由一种位形(氢原子,质子）变到另一种位形(质子，氢原子），或者反过来。我们可以 
用符号来表示这种过程 


1 + (H„ 2 -H„r 


= H „ 


A 1 


H„ — I 

A 1 


H..- 


( 10 . 8 ) 


( H , p )_( p , H ). 

由于这个过程产生的能 tt 偏移正比于振幅 A , A 即能*为一 W H (电子在氢原子中的结合 
能) 的电子可从一个质子跑到另一个质子的振幅。 

当两个质子的间距离 K 较大时，电子在其跳跃过程中必须通过的大部分空间中静电势 
能都接近于零。因而在这些地方，电子就像自由粒子在真空中那样运动——但带有 g 的能 
«!我们在第3章式 (3. 7) 中已知道，具有确定能量的粒子从一个地点跑到距离 r 的吴一地 
点的振幅正比于 . 

g (■/ »>»r 


这里/>是与确定能置对应的动量。在现在的情况下（用非相对论公式>,/>由下式给定 
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兑= 

2m 


-W„, 


(10.9) 


这意味着 P 是虚数， 

p — i ^2 mW „. 

(带负号根式在这里没有意义。） 

于是我们预期，当两个质子间距离 K 大时，离子的振幅 A 将按下式变化 


由电子键联而产生的能遣偏移正比于 A , 于是就有一个力将两个质子拉近，此力在 K 大的 
情况下正比于式 （10. 10>对 R 的导数。 

鮫后，为完备起见.我们应当指出对双质子和单电子的系统还有另一种给出能置对 i ? 
相关的效应。迄今为止我们都忽略了这点，因为通常它是不很重要的——例外只在距离很 
大时出现，这时交换项 A 的能 S 已指数地衰减为很小的值。我们所考虑的新效应是质子对 
氢原子的静电吸引，这种吸引的产生方式与任何带电体吸引一个中性物体的情况一样。裸 
质子在中性氢原子处产生一个电场<?(随 1/ R 2 变化）。原子便极化而形成一个正比于€的 
感生偶极矩偶极子的能量是它正 比于# 或 1/ R 4 。 因而在系统的能中有随距离的 
4次方而衰减的一项。（它是对 E 。 的校正。）此能 ft 随距离的减少比式 （10. 10) 给出的 A 的 
改变来 得慢； 在大距离 i ? 处它就成为仅剩的给出能 M 随 K 而变的重要项，因此也就是仅刺 
的力。注意对两个基础态来说静电项都有相同的符号（力是引力，故能《为负），对两个定态 
也是如此，而电子交换项 A 对两种定态则给出了相反的符号。 

§ 10-2 核 力 


我们已经看到，一个氢原子与一个质子的系统具有由交换单个电子引起的相互作用能， 
它在距离 R 大时的变化是 

(io.il) 

这里 a = 72 ^ T // i 0 (人们常说当电子一就像在这里一跃过它在其中具有负能量的空 
间时就是一次“虚”电子的交换。更明确地说，“虚交换”的意思是这种现象包含了在交换态 
与非交换态之间的量子力学干涉。〉 

现在我们可以问以下问 题：在 其他种类粒子之间的作用力是否可能也有类似的起源？ 
例如,一个中子与一个质子，或两个质子之间的核力是否也相类似？在试图解释核力的本性 
时，汤川提出两个核子间的力就起因于类似的交换效应，只是在这种情况中，不是起因于电 
子的虚交换，而是起因于他称为“介子”的新粒子的虚交换。今天.我们认为质子或其他粒子 
在高能碰撞中所产生的 Tt 介子与汤川介子是同一种粒子。 

作为一个例子，让我们来看看,在质子与中子之间交换一个质量为 m 胃的正介子 （7 t + ) 
时，预期会出现哪一种力。就像氢原子 H ° 可以放弃一个电子 e _ 而成为质子 p + : 


H 。— p ++ e -, 


(10.12) 
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质子可以释放一个 7 T + 介子而变成一个中子 n ° : 

P+ — -n°+it + . (10.13) 

所以，如果 a 点有一个质子,6点有一个中子，相距为在质子可以通过发射一个/成为中 
子，而6处中子吸收这个/后就成为一个质子。在双核子(加上 Tt 介子)系统中存在一种相互 
作用能，它依赖于 it 介子交换的振幅 A ——正像我们在 H 2 ’ 离子中看到的电子交换情况一样。 

在式 (10.12) 的过程中， H ° 原子的能量比质子能量小 W H (作非相对论计算，并忽略电 
子的静能 me 2 ), 于是电子具有负搜能——或虚动量一如式 （10. 9) 所示。在核过程 
(10. 13) 式中，质子与中子具有几乎相等的质董，所以 〆 的昼能量为零。对质量为 m , 的 n 
介子，其总能量 E 与动置/>之间的关系是 

E* = />V+mic 4 , 

因为£为零（或至少与 m . 相比可忽略），动量又是虚 的了： 

p = \ m K c . 

利用我们对束缚电子穿透两质子间的空间中的势垒之振幅所作的同样论证，得到在核 
情况下的交换振幅 a , 在 j ? 大时，它应为 



(10. 14) 


相互作用能正比于 A , 所以也以同样方式变化。我们得到了以所谓汤川势形式表示的两核 
子间的能播变化关系。顺便提一下，我们早先曾直接从自由空间中的运动微分方程 
得到过这同一公式[见第2卷第28章式 (28. 18)]。 

按同样的思路，我们可以讨论由交换一个中性介子而产生的两个质子（或两个中 
子）间的相互作用。现在基本过程是 


P + ― ► p + + ic °. (10.15) 

—个质子可以发射一个虚/介子，而仍旧是一个质子。如果我们有两个质子，1号质子可 
以发射一个虚 > r ° 介子,这个/介子被2号质子吸收。结果，我们仍然有两个质子。这多少 
与离子有些不同。在那里 H ° 在发射一个电子后变为另一种状态一质子。而现在我 
们假设质子可以发射一个/而不改变它的性质。事实上在高能碰撞中可观察到这种过程。 
它类似于一个电子发射一个光子后仍然是电子的 情况： 

e "^十 光子. （10.16〉 

在光子被发射前或被吸收后我们并没有在电子内部“见到”它们，它们的发射也不改变电子 
的“性质”。 

现在回到两个质子的问题上，存在一种相互作用能，它是由下述过程的振幅 A 引 起的： 
一个质子发射一个中性 Tf 介子，该介子(带有虚动量）抵达另一个质子并被其吸收。 A 也正 
比于式 (10. 14), 式中是中性 7 T 介子的质量。完全同样的论证给出两个中子之间同样的 
相互作用能。由于中子与质子、质子与质子、中子与中子之间的核力（与电效应无关）相同， 
我们可以推断带电的及中性 Tt 介子的质量应当相同。实验表明，它们的质量确实很接近于 
相等,微小的差别可以预料是来自电自能的校正（见第2卷第28 章〉。 
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还有其他种类的粒子——如 K 介子一也可以在两个核子间交换。两个 it 介子同时 
交换也是可能的。但所有这其他的交换“物体”都具有比 n 介子质量大的静止质量 
在交换振幅中都出现依下式变化的项 



随着 R 的增加，这些项衰减得比单介子项快。今天，还没有人知道怎么去计算这些较高质 
置项，但对于足够大的 K 值而言，只有单 n 介子项才保留下来。而实际上，那些核相互作用 
的实验确实表明相互作用能只在距离大时才如单《介子交换理论所预言的那样。 

在电磁学的经典理论中，库仑静电相互作用与加速电荷产生的光辐射密切相关，都可用 
麦克斯韦方程组说明。我们在量子论中已看到光可以用箱子中经典电磁场的简谐振动的量 
子激发来描述。另一方面,可以用服从玻色统计的粒子一光子来描写光，由此建立起最子 
理论,我们在 §4-5 中曾强调指出这两种可供选择的观点总是给出同样的预言。那么，第二 
种观点是否可以始终贯彻包括所有的电磁效应?特别是，如果我们想纯粹用玻色粒子一 
即用光子一来描写电磁场的 iTil 库仑力由什么而产生？ 

从“粒子”的观点看，两个电子之间的库仑相互作用来自于虚光子的交换。—个电子发 
射一个光子一就像式 （10. 16) 中的反应——这个光子跑到第二个电子那里.在同样反应的 
逆过程中被吸收。于是相互作用又能用式 （10. 14) 那样的公式给出，但现在 m . 由光子的静 
止质 M —等于零一代替。所以两个电子间光子的虚交换给出与电子间距 K 成简单反 
比关系的相互作用能——这正是通常的库仑势能！在电磁学的“粒子"理论中，虚光子交换 
过程引起所有的静电现象。 

§ 10-3 氢分子 

作为下一个双态系统的例子，我们来考察一下中性氢分子 h 2 。 当然，由于它有两个电 
子,理解起来更复杂些。我们还是从考虑两个质子分得相当开时所发生的情况开始。只是 
现在要加上两个电子。为了追踪它们，称其中一个为“电子《”，另一个为“电子6"。我们仍 
旧设想两种可能的状态。一种可能性是“电子 a ” 围绕第一个质 子，* ■电子6”围绕第二个质 
子，如图 10-4( a ) 所示。这时就只有两个氢原子。我们称此为状态 II 〉。另外还有一种可能 
性: "电子 6" 围绕第一个质子，而"电子 a ” 则围绕第二个质子。称此为状态|2>。由情况的对 
称性,这两种可能性能置应该相等，只是（如我们将见 到的） 系统的能量$正好就是两个氢原 
子的能 S 。 我们应当指出还存在其他许多可能性。例如,“电子，可能靠近第一个质子，而 
“电子6”则可能在围绕同一个质子另一种状态中。但我们不去考虑这种情况，因为，它无疑 
具有较高的能置（由于两个电子间大的库仑斥力）。如要求更高的精确性，就得包括这些态， 
但是只要考虑图 10-4 中的两种状态，我们就能懂得分子键联的本质。在这种近似下，我们 
可以通过给出处在态|1>的振幅<11#及处在态|2>的振幅〈2|彡〉来描写任何状态彡。换句话说， 
态矢量 I # 可以写成线性组合 

I ^> = S I *><^ I *>■ 

接下去，像往常那样，我们假设有电子通过两个质子之间的空间交换位罝的一定振幅 A 。 







m 10-4 H , 分子的一组基础态 


这种交换的可能性意味着系统的能量要分裂，就像我们在别的双态系统中已经见到的那样。 
像 m 分子离子的情况一样，当质子间距较大时，分裂很小。当质子彼此靠近时，电子来回跑的 



振幅增大，因此分裂加大。低能态的降低意味着存在 
将原子拉在一起的吸引力。当两个质子靠得非常近 
时，由于库仑斥力，能级又将升高。最终净结果是两 
种定态具有如图 10-5 所示那样的随着分开的距离而 
变的 能馕。 在距离约为 0. 74 A(1 A=0.1 nm) 时，低 
能级达极小值，这就是真实氢分子的质子间的距离。 

此刻你也许正想到一个反对意见，怎么处理两 
个电子是全同粒子这件亊呢？我们一直称它们为 
“电子 a” 与“电子6”，但实际上根本无法说出谁是 
谁。在第4章中我们曾说过，对于电子一它们是 
费米子一来说，如果通过交换电子引起的事件有 
两种可能的方式，两者的振幅将以负号相互干涉。 
这意味着如果我们把这个电子与那子互换，振 


图 10-5 对不同质子间距离 D 的 H , 
分子的能级 （ E „ =■ 13.6 eV ) 


幅的符号必须反过来。但是，我们刚才已得出结论， 
氢分子的束缚态应该是（当 t = 0时） 


11> = ;(l D+l 2>). 


而根据第4章的法则，这种状态是不允许的。如果我们交换两个电子，就得到状态 


^(1 2 >+| 1 », 


这一来，符号就相同而不是相反。 

如果两个电子具有相同的自旋,上述论证是正确的。确实，如两个电子自旋都朝上（或 
二者自旋都朝下），唯一允许的态就是 


I 1>= 去(丨 D-I 2>). 
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对这种态来说，两个电子的交换得到 

- 7^(1 2 >-| 1 >), 

V2 

这正是 一 丨 I 〉，符合要求。所以如果我们让两个氩原子彼此靠近而它们电子自旋的方向相 
同，它们就会进入态 11 >而不是 I n >。 但请注意态 I n 是个较高能态。它的能量-间距曲线 
没有极小值。这两个氢原子总是互相排斥而不能形成一个 分子。 所以我们得出结论，氢分 
子不可能以两个电子的自旋平行的方式存在。这是符合事实的。 

另一方面，态 I n > 对两个电子来说是完全对称的。事实上，如果互换我们称为 a 的电子 
与我们称为6的电子，就恰好回到同一状态 。在 § 4-7 中我们曾看到，如果两个费米子处在 
同一状态，它们必定有相反的自旋。所以束缚而成的氢分子必定有一个自旋朝上的电子和 
一个自旋朝下 

如果我们将质子的自旋包括在内的话，氢分子的整个描述就真的更复杂了。那样把分 
子视为逐态系统就不再正确了。亊实上应当将它看 作为& 态系统一对于态|1>和12〉的每 
—个状 i 各有4种可能的自旋配 g 。 由此可见我们略去 i 旋使事情简单一些。但最终的结 
论还是正确的。 

我们发现 h » 分 子的鼓 低能态——唯一的束缚态一有自旋相反的两个电子。电子的 
总自旋角动 m 是零。另一方面，带有平行自旋一因而具有总 角动置 a ——的两个靠近的 
氢原子必定处在较高（非束缚)能置的状态；两个原子相互排斥。在自旋与能置间有一种有 
趣的相关。这里为以前讨论过的情况提供了另一个实例，由于自旋平行的情况具有比自旋 
相反的悄况有更高的能*，由此看来在两个自旋之间存在一种“相互作用”能。在某种含义 
上你可以说自旋试图达到一种反平行状况，而在这样做的过程中它具有释放出能 m 的潜 
力——这不是因为存在 肴较大 的磁力，而是因为不相容原理。 

我们在§ 10-1 中看到，单个电子所造成的两个不同离子的键联很可能是十分微弱的。 

若用两个电子键联的话，情^不是如此了。假设 ¥ To -4 中的一对质子被任意两个离子 
(闭合的内电子壳层和一个离子电荷)所代替，而一个电子在两个离子上的结合能是各不相 
同的。态|1>和12>的能 》 仍然相等，因为在每个这样的态中，都是一个电子与一个离子相结 
合。因此,我们总是有与 A 成比例的能 M 分裂。两个电子结合是普遍存在的，它是嵌常见 
的价键。化学键通常就是这种两个电子玩的翻转游戏。虽然也可以只用一个电子来键合两 
个原子，但那是相对少见的，因为它需要恰恰正好的条件。 

最后我们想谈一下，如果电子与一个原子核的吸引能置远比与另一个核的能置高，那么 
早先所说的忽略其他可能的状态的讲法就不再正确了。假设核 a (也可以是一个正离子）对 
电子的吸引力远大于核6对电子的吸引力。那就可能发生即使两个电子都在核 <2旁而没有 
电子在核6旁时,总能量仍然相当低的情况，强吸引作用可能比补偿两个电子的相互排斥 
作用所需的还多。如果是这样，在最低的能态中，就可能有较大的振幅在核 a 旁找到两个电 
子(形成一个负离子），而只有很小的振幅在核6旁找到任何电子。这种情况就好像一个负 
离子和一个正离子。事实上，这正是 NaCl 这样的“离子”分子中所发生的情况。你可以看 
出，在共价键与离子键之间各种渐变的键合形式都是可能的。 

现在你已开始看到，许多化学事实怎样借助于量子力学的描述而获得最清楚的理解。 
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§10-4 苯分子 


化学家们发明了一些精美的图式来表示复杂的有机分子。现在我们要来讨论其中最有 

趣的图式之-如图 10-6 所示的苯分子。它由对称排列的 

6个碳原子与6个氢原子组成。图中的每根短线表示一对自旋 
相反的电子，它们起着共价键作用。每个氢原子提供^ ： 电子 
而每个碳原子提供4个电子，总共包含有30个电子。（每个碳 
原子核近旁还有组成第一壳层或 K 壳层的两个电子。由于这 
些电子紧紧地受到束缚以至在共价键形成中并没有起明显作 
用，故在图中没有画出。）所以图上的每条短线表示一个或 
一对电子，而双键则意味着每隔一对碳原子间有两对电子1 
这种苯分子有个奥妙的地方。由于化学家们已经测 M 了 
各种含有几个苯环的化合物 的能量 （例如，他们通过研究乙烯 
而得知双键的能量，等等），所以我们可以计算为形成这样的化 
合物所需要的能 M 。 这样我们就能计算我们预期的苯分子的总能量。然而，苯环的实际能 
S 要远小于由这种计算所得 的值; 比起根据所谓•'未饱和双键系统”而预期的情况而言，苯环 
的结合要紧密得多。通常不处在这样一个环上的双键系统因其有相对较高的能 M 而在化学 
上容易被破坏，这种双键很容易被外加的其他氢原子断开。但苯中的环则十分稳固而难以 
打断。换句话说,苯所具有的能最要比由键的图像所算出的数值低得多。 

另外还有一个 奥妙。 假设我们用两个溴原子代替两个相邻的氢原子以形成邻二溴苯分 
子。 有两种方式组成这种分子，如图 10-7 所示。溴原子可以像图 （ a ) 中的那样联在双键的 
两端，也可像图 （ b > 中那样联在单键的两端。人们会以为邻二溴苯分子应有两种不同的形 
式，但事实并非如此。只有一种这样的化合物*。 


H 、 夕、 

C C 

I II 

/ C C 


0 B >0-6 苯分子 C*H, 



图 10-7 邻二溴苯的两种可能组态。两个溴原子可相隔一个单键或一个双键 


• 我们将亊情稍微简单化了。原来，化学家认为应当有@形式的二 溴苯: 两种形式是溴原子连在相邻 
的碳原子上(邻二溴苯），第三种形式是溴原子相间地连在碳上（间二溴苯），而第四种形式是两个溴原子 
彼此相对(对二溴苯）。然而，他们只找到3种形式——只有形式的邻位溴苯分子的形式。 
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现在我们来解答这些奥秘一或许你们已经猜到如何来做了，当然，要注意到苯环的“基 
态”实际上是个双态系统。我们可以设想苯中的键可以取图 10-8 所示两种配罝的任一形式。 
你会说，“它们实际上是相同的，它们应当有相同的能量。”确实应当如此，正因为如此，必须将 
它们作为双态系统来分析。每个态表示全体电子的不同的位形，整个结构有某个振幅 A 从这 
种配 H 转换到另一种配罝一电子有机会由一种位形翻转到另一种位形。 


1 '> 



m 10-8 苯分子的一组基础态 


我们已知道，这种翮转的可能性就造成了一个混合态，它的能 a 比分别按图 10-8 中的 

两幅图案所作的计算结果来得低。这一来，就有两种定态-种的能 a 值大于预期值，另 

—种则小于预期值。因此，实际上图 10-8 所示的两种可能状态都不是苯的真正的正常状态 
(敁低能 so , 而是它处于图示的每种态的振幅都是1/反。这是常温下苯化学中所涉及到的 
唯一状态。附带说一下，较高能态也是存在的，我们知道它的存在是因为苯对于频率为《« = 
( E , 一 E D >/ A 的紫外线有强烈的吸收。你们记得，在钗分子中，来回翻转的是3个质子，而 
其能《的差在微波区域。对苯分子，翻转的是电子，由于它们轻得多，就更容易来回翻转，这 
就使系数 A 大得多。结果能《差也大得多，约为 1.5 eV , 这相当于紫外光子的能量|。 

如果用溴原子代替会发生什么情况？图 10-7 中的 （ a ) 与 （ b ) 两种“可能性”仍表示两种 
不同的电子位形。唯一的差别在于开始时所取的两种基础态所具有的能撤略有不同。能《 
最低的定态仍是两种态的线性组合，但具有不相等的振幅。比方说，处在态11>的振幅可能会 
取#这样的值，而处在态|2>的振幅的大小就可能是 n / T 万。如没有更多的信息，我们就不能 
说得十分确切，但只要两种能 ft 与不再相等，那么振幅 C , 与就不会再有相同的数 
值。当然，这意味着,图中的两种可能状态中有一种可能性大些，但由于电子的活动性足够大， 
因而两种情况都具有一定振幅。不过另一种状态具有不同的振幅（如 yiT ? 及一 #), 但处于 
较高能量上。只有一个最低能态，不像旧的固定化学键的理论所假设的有两个。 


• 我们的说法会造成一点误解。把苯作为双态系统时，紫外线的吸收很微弱，因为两种态之间的偶极 
矩的矩阵元是零[两种状态是电学对称的,所以在我们的跃迁概率公式 （9. 55) 中，偶极矩^为零.因而不吸 
收光。]如这些态是仅有的状态，较高能态的存在就应当用其他方式来 证实。 然而，取较多基础态（诸如具 
有相邻双键的态）的苯分子的更完全理论表明，真正的苯分子定态比我们所谈到的略有 变#。 8后所得的 
偶极矩将允许发生课文中所说的由于吸收紫外线而造成的跃迁。 
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§10-5 染 料 


我们再举一个化学中双态现象的例子——这次是在较大的分子尺度上。它与染料的理 



團 10-9 品红染料分子的两个基础态 


论有关。许多染料——事实上是大多数人造染 
料一的特性十分 有趣； 它们具有某种对称性。图 
10-9 表示一种称为品红的特殊染料的离子，这染料 
呈现紫红颜色。它的分子是三个环状结构，其中两 
个是苯环。第三个环跟苯环不完全相同，因为环中 
只有两个双键。图上画出了两幅同样圆满的图案. 
我们会猜想它们具有相同的能量。但存在所有的 
电子都从一种状态翻转至另一种状态一定的振幅， 
而将“空”位挪到另一端。由于包括了这么多电子， 
翻转振幅要比苯的情况略低些，故两种定态间的能 
a 差就要小些。然而，仍存在着通常的两种定态 
II 〉及 in >,它们是图中两种基础态的和与差。得 


到的 11 >与 I n > 的能置差值等于可见光区光子的能》。如果将光照射在分子上，在某一频 
率上就会出现很强的吸收，从而显示出明亮的色彩。这躭是染料的成因！ 

这种染料分子的另一个有趣特性是，在图示的两个基础态中，电荷中心处于不同的位 
H 。 结果，分子将受外电场的强烈影响。在氨分子中我们就见过类似的效应。 显然 ，只 
要知道£。与 a 的数值，就可以用完全相同的数学方法对它进行分析。一般来说, E 。 与 A 
的数值是通过汇集实验数据得到的。如果对许多染料进行测量，就往往可能猜出某个相 


关的染料分子的情况。由于电荷中心的大位移，式 （9. 55) 中的/^值就较大，从而材料吸 
收特征频率为 2 A / A 的光的槪率就大。因此，染料不仅有颜色，而且颜色非常强—— 少撤 


的材料就能吸收大量的光。 

翻转率——从而 A —对整个分子的结构非常敏感。改变 A , 能量分裂以及与此相关 
的染料颜色就要变化。还有,分子也不必是完全对称的。即使存在着微小的不对称,我们仍 
看到同样的基本现象.只是稍有不同。所以，可以通过在分子中造成一点非对称性来改变颜 
色。例如，另一种重要染料孔雀绿就与品红十分相似，只是其中两个氢原子被 CH , 所代替。 
由于 A 改变了，翻转率也改变了，所以它就有另一种颜色。 


§ 10-6 磁场中自旋1/2粒子的哈密顿 


现在我们讨论包含自旋1/2粒子的双态系统。我们所要讲的有些内容已在以前的几章 
中讨论过,但再讲一次有助于将某些不明白的地方弄得更清楚些。我们可以把一个静止电 
子视为双态系统。尽管本节谈论“一个电子”，但所得到的东西对任何自旋1/2粒子都是正 
确的。假设我们选 II 〉与12〉作为基础态，它们分别为电子自旋的 z 分量是 + A /2 及一 A /2。 

当然，这些态与我们在前几章中称为 （+ ) 态及（一）态的是同样的态。尽管如此,为使本 
章的记号前 后一致 ，我们称“正”自旋态为11>,“负”自旋态为|2>,这里“正”与“负”指的是沿 
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z 轴的角动量。 

电子的任何可能状态0可以像式 (10. 1>那样通过给出电子处在态11〉的振幅 C , 及处在 
态12〉的振幅 C : 来描写。为了处理这个问题，我们需要知道这个双态系统一即处在磁场 
内的电子的哈密顿。我们从磁场沿 z 方向这种特殊情况开始讨论。 

假设矢量 B 只有 Z 分量 B ,。 由两个基础态的定义（即自旋平行于和反平行于知道 
它们已经是磁场中有确定能置的定 态了。 态丨1>对应于一//艮的能量'而态丨2〉则对应于 
+^ B , 的能量。在这种情况下，由于处在态|1>的振幅 C , 不受 C : 的影响，反之亦然，所以哈 
密顿必定十分简单： 

i 令 = EiC, =-^.C>. 

i 峰 = E 2 C, =+^B.C t . 

对于这种特殊情况，哈密顿是 

Wn H,t = 0, 

Wji = 0, Hu =4 - fiB,. 

所以我们知道对于沿 z 方向磁场的哈密顿是什么，并且也知道定态的能 ft 。 

现在假定磁场$在 * 方向上，那么哈密顿是什么呢？如场不沿 z 方向，矩阵元变成什么样 
子？我们要提出一个假设，即哈密顿各项服从一种 ft 加原理。更具体地说，我们要假设 :如果 
两个磁场叠加在一起，那么，哈密顿的各项只要相加——如果知道仅有 B , 时的，也知道仅 
有艮时的，那么，当及氏两者都一同存在,就只是两者分别存在悄况下之和。如果 
我们考虑的只是沿^方向的场，上述结论肯定正确——因为若使 B . 加倍,所有的也都加 
倍。所以我们假设在场 B 中 H 是线性的。这就是为了对任何磁场都能求出所需的一切了。 
假定有个恒定均匀磁场我们完全可以选取^轴沿*磁场方向，从而就舎找到能嫌为 
的两个定态。但是仅仅沿不同方向选取坐标轴并不会改变物理实质。这时我们定态的 
描述将会不同，但它们的能置将仍为平/出,即 


(10.17) 


(10.18) 


E, =- + Bl + B*. 

和 （10.19〉 

E, =+ ^y/B* + B[ + B\. 

剩下的事情是容易的。这里已有了能量公式。我们需要一个与扎， B ，， B . 成线性关 
系的哈密顿，将它代入一般公式 （10. 3) 中就给出这些能量。问 题是： 找到哈密顿。首先，注 
意到能级分裂是对称的，其平均值为零。从式 （10. 3) 我们可以直接看出，这要求 

Hit =~ H „. 

(注意这与我们已经知道的当都为零时的情况相符，在该情况下: =— 及 
H 22 =+" Bi 。） 现在，如果使式 (10.3) 的能量与从式 （10.19) 得出的能置相等，就有 


• 我们将静止能置 mod 取作我们能量的“ 零点- ，并且将电子的磁矩 P 取作 g 数，因为的指向与自 
旋相反。 
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+1 H n I 1 




( 10 . 20 ) 


(我们还利用了 H 21 = 的事实，所以 H 12 f / 2 ，也可写成丨再回到对于场沿 z 方向 

的特殊情况，上式给出 

/ BH-I H „ I * = 〆 氏. 

显见在这种特殊情况下 | H I : | 必须为零，这意味着 h 12 中不可能有任何艮的项。（记住，我 
们曾说过，所有的项必须与 B ,, B ,, B . 成线性关系。） 

至此我们已发现仏,与中有含 B , 的项，而1^及 H 2 ，则没有。我们可以作一个满 
足式 （10. 20) 的简单猜测，即只要设 



及 I H ,: I 1 =^( Bi + B ;). 

结果发现这是唯一可行的办法! 

••等 一等”——你们会说一:与 B 并不成线性关系，式 （10. 21〉给出 H , 2 = 
未必。还有另一种确实是线性关系的可能形式,那就是 

实际上，这样的可能性有好几种，《—般地，我们可以写为 

这里 S 是某个任意的相位。我们应当用哪个符号及什么相位？结果发现你可以任选一种符 
号，任选相位，而物理结果总是相同的。所以符号及相位的选择只是一种约定。在我们之前 
已有人选择了负号，并取 e 1 * =—1。我们可以照着做,并写下 

H.. =-^B,-iB y ), H„ =-//(B x +iB,). 

(附带地说一下,这些约定与第6章中所作的几种随意选择有关系，并且与它们相一致。） 
这样，处在任意磁场中的电子的完整哈密顿是 

Hu Hu =—/i(B, — iB,), 

Hj, =— ft(B, + iB,), H tl =+ /jB,. 

而振幅 C , 与 Q 的方程组就是 

i =-^[B,C, + (B.-iBJC,], 

ifi 警 =-//[(Bx + iB,)C, 


( 10 . 22 ) 


(10.23) 


这样我们就找到了在磁场中电子的“自旋态的运动方程”。利用一些物理论证我们猜到 
r 它们,但任何哈密顿的真正检验在于它应当作出与实验吻合的预言。至今所做过的任何 
检验都表明，这些方程是正确的。事实上，尽管我们的讨论只是恒定场，但所写出的哈密顿 
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对于随时间变化的磁场也一样正确。所以我们现在可以用式 (10. 23) 来考察种种有趣问题了。 


§10-7 磁场中自旋的电子 


第一个 例子： 我们从一个沿 z 方向的恒定磁场开始。这里只有能量为平的两个 
定态。假定我们在 I 方向上加上弱磁场。于是方程组看起来与原来的双态问题相像。 
我们又一次碰到翻转问题，而能级又稍稍分开一些。现在使场的分量随时间变化，譬 


如按 cos w 变化。于是方程就与第9章中我们在氨分子上施加一个振荡电场后所得到的方 


程相同。你们可以用同样方法求出详细解答。你 
将得到这样的结 果：当 水平电场在共振频率 
^ = 2 PB ./ A 附近振荡时，振荡电场会引起从+ 2 
态至一 2 态——或者相反——的 跃迁。 这軾是我 
们在第2卷第 35章中所描写的磁共振现象的置 

也可以利用自旋1/2的系统造成一种微波激 
射器。利用施特恩-格拉赫装 S 产生一束沿（比方 
说〉 +* 方向极化的粒子，再将其送入在恒定磁场 
中的空腔。腔内的振荡电场与磁矩耦合而诱发跃 
迁，从而将能 W 递交给空腔。 




现在让我们来考察下面的问题。假设有磁场 
B , 它指向极角为0和方位角为多的方向，如图 
10-10 所示。此外还假定有一个电子，而且我们已使它的自旋方向与磁场方向相同。这- 
子的振幅 C , 与 G 是什么？换句话说,令电子状态为1以，我们可以写出 
I =1 1> C , +| 2> C ,, 


® 10- 10 B 的方向用极角 0 和方 位角於 确定 


-电 


这里 Q 与 Q 为 


C , = <1 | C , = <2 | 0>, 


这里用 II 〉与|2>表示与我们习惯称为|+>及 丨一〉 (相对于所选的^轴而言）的相同的状态。 

这个问题的答案也包括在双态系统的一般方程中。首先我们知道，由于电子自旋平行 
于 B , 它处在能鼠£, =_ m B 的定态中。因此 C , 与 C : 两者都必定像式 <9. 18〉那样，按 
变化，而它们的系数〜 与心 则由式 （10.5) 给定，即 


Ei -H u ' 


(10. 24) 


一个附加条件是 A 与^应当归一化，使 I a , l*+l ^ I * = 1。从式 （10. 22) 中取出 H „ 及 
H |2 ，并利用 

B t = Bcos B, = Bsinfcos^, B, = Bsin Osin 


就有 


Hu =—^Bcos 0, 

Hu = — /iBsin (9(cos t — isin ^). 


(10.25) 
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附带提一下，第二个式子中的最 后一个 因子是所以这样写更简 单些： 

Hu = 一 //Bsin 0e~*. 

在式 （10. 24) 中代入这些矩阵元，并从分子和分母中消去一我们发现 

_ sin 0e~ 4 
ai 1 一 cos O' 


(10.26) 


(10.27) 


利用这个比值及归一化条件，就可求得 A 与心。 这并不困难,但我们可以利用小小的技巧 
来走一下捷径。注 意到： 

1 一 cos 0 = 2sin 2 1 ， 
sin 0 = 2sin 音 cos 音 . 


于是式 （10. 27) 等同于 


一个可能的答案是 


f - 


1 


Q Q 

a, = cosye - ., a, = sin y, 


(10. 28) 


(10. 29) 


因为它符合式 <10.28》。 同时也满足 

I o, |*+| a : |» = 1. 

正像你们知道的, a , 与 A 都乘以一个任意的相位因子不会改变任何东西。人们一般喜欢 
将式 （10. 29) 的两者都乘上而使它们更对称些,所以常用的形式就是 


0\ — COS Y e * n • ai 


sin 


(10.30) 


这就是我们问题的答案。当我们知道电子的自旋沿着极角为》、方位角为 > 的方向时, a , 与〜 
的数值就是电子自旋沿着 * 轴朝上或朝下的振幅。（振幅 c > 与 G 只是与〜乘以 

现在我们注意到一件有趣的事。在式 （10. 30) 中任何地方都不出现磁感应强度 B 。 显 
然，在 B 趋向于零的极限情况下，结果也一样。这意味着我们已经 一般地 回答了怎么来表 
示一个自旋沿任意方向的粒子的问题了。式 (10. 30) 的振幅是自旋1/2粒子的投影振幅，此 
投影振幅相当于我们在第5章中[式 (5. 38)] 所给出的自旋1粒子的投影振幅。现在我们能 
够求得自旋1/2的已过滤的粒子束经过任何特定的施特恩-格拉赫装置的振幅了。 

设 l + z > 表示自旋沿 z 轴朝上的态，|_*>则表示自旋朝下的态。如丨+ 〆 〉表示自旋沿 
z ' 轴朝上的态，而 〆 轴与2轴成极角6和方位角 < 那么按第5章的记号,我们有 

<+*|+*’>=cos|«T* w , <-z|+* , > =sin-|e^ /I . (10.31) 


这些结果与第6章中我们利用纯几何论证求得的式子 （6. 36) 等价。（所以如果你已经决定 
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跳过第6章的话，现在也得到了主要结果。） 

作为最后一个例子，我们再来考察一件多次提到过的事情。我们考虑以下问题。我们 
从有某个给定自旋方向的电子开始，接着加上沿 z 方向的磁场25分钟，然后撤去磁场。最 
后的状态是什么？我们还是用线性组合来表示该状态10=1 1) C ,+| 2>(：*。然而,对这个 
问题，具有确定能置的态也就是我们的基础态11〉及|2>。所以 C , 与 G 只在相位上变化。 

我们知道 

C , ⑴= C ，⑼ e ， ■，= C , (0) e 〜 a ，， 

C ,(0 = C ,(0) e 〜作 = C :(0) e — 一' 

起初我们就已说过电子自旋沿着给定方向。这意味着原先的&与 C * 是式 （10. 30) 所给出 
的两个数。当我们等待了一段时间 T 之后，新的 C , 与 Q 就是原先两个数分别乘以 W 作 
和*：〜 8 ^*。那是什么态？这不难回答。这正是方位角多减少了扣 B . TA , 而极角沒保持不 
变的态。那意味着在时间 T 的终了，态表示自旋的方向与原来方向的不同只是绕=轴 
_了一个角度 A ^=2^ B . T / h a 因为这个角度正比于 T , 我们也可说自旋的方向以角速度 
轴作进动。这个结果我们以前曾以不那么完全和严格的方式讨论过好几次。 

现在，我们已对原%体的进动得到了一个完整与精确的置子力学描述。 

有趣的是，刚才对磁场中自旋的电子所用过的数学槪念可适用于任何双态系统。这就 
是说,通过与自旋电子作数学类比，有关双态系统的 任何问题 都可用纯几何的方法加以解 
决。做法是，首先，移动能嫌的零点使得等于零，因而有 H „ 。于是任 

何双态问题在形式上与处在磁场中的电子的问题相同。你必须做的一切就是把一 // B , 等同 
f 把一等于 H I ! o 不管原先的物理内容如何一氨分子或其他什 H 
S —你都可以将它转换为相应的电子的问题。 

所以，只要我们能够一般地解决了电子的问题. 

我们就能解决所有的双态问题。 

而我们已¥^了对电子问题的一般解答！ 

假设电子起初在自旋对某方向“朝上"的状态，而 
你们指向另外某个方向施加指向的磁场8。你 

只要将自旋方向绕 B 的方向以某个角速度线 s 10 .„找細场削中电子自旋的 

0>“）旋转， wU ) 等于一个常数乘以矢最8 (即 方向以频率®⑴绕一平行于 B 的轴进动 

=2# / M 。 若 B 随时间变化，你要始终使转轴 
平行于 B , 并改变转动速率以使它总是与 B 的强度成正比。参见图10-11。如果你坚持这样 
做，最后就会得到自旋的最终确定指向，而振幅 C , 与 C z 就可以由将式 （10. 30) 在你所用坐 
标系内投影求得。你看，这正好是个几何学 问题： 跟踪着所有的转动之后到达的最终位置。 

尽管弄清所涉及的内容并不难,但在一般情况下直接而明了地解出这个几何问题（求出以变 
化的角速度矢量进行转动的最终结果)并不容易。但是，无论如何，在原则上我们已知道了 
任何双态问题的一般解。下一章里，我们将进一步考察用来处理自旋1/2粒子这一重要情 
况一也可用来处理一般的双态系统一的数学技巧。 
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§11-1 泡利自旋矩阵 • 


我们现在继续讨论双态系统。上一章末了我们讨论了处在磁场中的自旋1/2粒子。我 
们用自旋角动 ft 的 z 分置为 + 的振幅 C , 和自旋分置为 _/ i /2 的振幅 C 2 描写粒子的自 
旋态。在前几章中我们曾称这些基础态为1+>及丨 一〉， 现在我们再回过来用这种记号法。 
虽然有时我们会觉得交替使用1+>或|1>,丨一〉或12〉较为方便。 

在上一章中我们看到，当磁矩为#的自旋1/2粒子在磁场 fl = ( B ,, B ,, B .) 中，振幅 
0(=0和（：-(=&)由下列微分方程联系 起来： 


=_ /*[B.C + +(B,-iB,)CL], 
in^- =-^[(B I + iB,)C + -B.C.]. 

换言之，哈密顿矩阵是 

H n =—Hij — iB,) t 

f/ 2l =—/i(B x iB,) t H 22 

因而 ，（11.1) 式就等同于 

= E»vC,. 


( 11 . 1 ) 


( 11 . 2 ) 

(11.3) 


这里；与）取 + 与一（或 1 与2>。 

电子自旋这一双态系统是如此重要，因而书写上使用更简洁的方法是非常有用的。我 
们现在要离题讲一点数学，告诉你人们通常是怎么写双态系统方程的。可以这样来 做：首 
先，注意哈密顿矩阵中的每一项都正 比于# 以及 B 的某些分量，于是我们可以一绵哪 
式地——写出 

+< B ,+< t ； B .], (11.4) 

这里毫无新的物理内容，上式只意味着.系数 <( 它们共有 4 X 3= 12个)都可以求 
出来,所以式 (11. 4) 和式 (11. 2) 完全相同。 

让我们看看它们必须取什么值。从艮开始，由于 B , 只出现在^/„与《„中，只要取 


= 1 ， Oit = 0 9 

<Jil = 0, < T 22 =— 1. 


- 在第一次阅读这本书的时候这一节可以跳过。这一节的内容比适合于第一级课程的材料要更深一些。 




那就一切都解决了。我们常常将矩阵写成这样一个小 表格: 
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- = "(»；： »：：)• 

对一个处在磁场 B , 中的自旋1/2粒子的哈密顿来说，上式就和 


一样。用同样方法，我们可以把系数 <写成矩阵 

看一下艮的系数，我们得到^的各项必须是 


或简写为 


<rfi = 0, <rfi = 1, 

<»?i = 1. <tji = 0 ； 



后，看一看 B ，， 我们得到 

<rfi = 0, irii =—i, 

rfi = i, aii = 0 ； 



(11.5) 


( 11 . 6 ) 


(11.7) 


有了这 3 个 cr 矩阵，式（11.2)就与式<11.4>恒等。我们将; c , : y , s ： 作为的上标，指明哪个 《r 
与哪个 B 的分嫌相对应，而将下标留给£与_/。但通常 i , 略去不写——因为不难想象它 
们是在哪儿一而把: c , y , z 写作下标。这样式 （11. 4>就写成 

H =一 +a,B r +a,B,). (11.8) 


因为 <7矩阵非常重要（它们一直被专家们使用着），我们在表 11-1 中将它们汇总在一起。 
(任何打算从事量子物理学工作的人都一定得记住它们。）人们也以发明这些矩阵的物理学 
家的名字将它们命名为泡利自旋矩阵。 

在这张表上我们还¥^^?^^<2矩阵，如果我们要处理一个含有带同样能量的两个 
自旋态的系统.或者想选择一个不同零点能量的话，就需要那样一个矩阵。在这些情况下我 
们必须在式 (11. 1>的第一个方程中加上 E 0 C, ，而在第二个方程中加上 £„ C - 0 如果定义 g 
位矩阵 “1" 为 g „. 




并将式 (11.8) 改写为 

H w = E 0 S, -^(, a ,B,+ ay B,+ a ,B,) f (11.10) 

就能把以上两项包括在我们的新记法中。通常不用说明就会明白任何像 E 。 那样的常数都 
自动地与单位矩阵相乘，于是上式简写为 

H = E a - + a,B, -j-a.B ,). (11.11) 

自旋矩阵之所以有用，其中一个理由是，任何 2X2 矩阵都能用它们表示。任何一个你 
能写出的这种矩阵中都有 4 个数，比方说 



它们总可以写为 4 个矩阵的线性组合。 例如： 

M = fl (o o) +6 (o X X ). 

有许多这种组合法，但有一种特殊方法是将 M 看作一定量的~加一定量的等等，形如 
M = al 4- ya y -f da ,, 


这里“数 y 与般来说可以是 复数。 

既然任何 2 x 2 矩阵都可用单位矩阵与《矩阵表示,我们就有了处理任何双态系统所需 
要的一切了。不管双态系统是什么一氨分子、品红染料或者其他任何东西一哈密顿方 
程都可用 <7 矩阵写出。虽然在电子处于磁场中这种物理条件下可以看出 T 矩阵具有几何意 
义，但也可以将它们看作只是些适用于任何双态问题的有用矩阵而已。 

例如，在某种看法下，可以把质子与中子看作为处于两种状态之一的同一种粒子，我 
们说核子（质子或中子）是双态系统——在这种情况下，两个态是就关系到它们是否带电 
荷。照这种观点，态 II 〉可表示质子，而态12〉可表示中子。人们便说核子有两个“同位 
旋”状态。 

由于我们要使用〃矩阵作为双态系统量子力学的“算术”，所以让我们很快地复习一下 
矩阵代数的一些规则。所谓两个或几个矩阵的"和”的意义在式 （11. 4>中很明显。一般说， 
如果将两个矩阵 A 与 B “相加”，那么它们的“和” C 就意味着其每一项 Cb 由下式 给出： 


C„ = +B„. 


C 的每一项是 A 与 B 中同样位置的两项 之和。 







—- 第 11 章 再论双态系统 | 155 

在 §5-6 中我们已接触到矩阵“积”的概念。这个槪念也同样用于处理 <r 矩阵。一般而 
言，两个矩阵 A 和 B (按此顺序）的“积”定义为矩阵 C , 它的元索是 

C v = (11.12) 

* 

这是从 A 的第 i 行及 B 的第列取出相应一对元素相乘然后求和。如果矩阵写成图 11-1 
那样的表格形式，就有一个求出积矩阵各项很好的“系统”。假定你要计算 C „ .将你的左手 
食指顺着 A 的第二行依次移动,右手食指 顺着 B 的第三列向下 依次移动，将移动时所遇到 
的每我们已试着在图~~ 



例 Cu — An Bn An B u - Am Bn -f- A ti B 4J 

m n-i 两个矩阵相乘 


当然，对 2 X 2 矩阵来说特别简单。例如，如果我们将〜乘就得到 

—C:)(: :)=(: :)- 

这正是单位矩阵1。或举另一个例子，我们来算出 ( TW ，： 



参照表 11-1, 可看出乘积正是 i 乘上矩阵《7,。（请记住一个数与矩阵相乘，就是该数与矩阵 
的每一项相乘 》) 因为一次求两个 a 矩阵的积很重要，也相当有趣，所以我们已将这些积全部 
列在表 11-2 内。你可以像求 d 那样求出它们来。 


表 11-2 自旋矩阵的积 



关于这些》矩阵，还有一个十分重要而有趣之点。如果愿意，我们可以设想3个矩阵 
。.， 〜及〜类似于某个矢量的3个分量——有时把它称为 “<r 矢量”——而记为它确实 
是个“矩阵矢置”或“矢量矩阵"。它是3个不同的矩阵，每一个矩阵分别和 I , y 或: r 轴中的 
一个相联系。由此，我们可把系统的哈密顿以在任何坐标系内都成立的简洁形式 写出： 
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H =- fia - B . (11.13) 

虽然这3个矩阵是在这样的表示中写下的，在该表示中“朝上”与“朝下”是对 z 轴而言 
的（因而 a , 特别简单）。但我们也可以求出在其他某个表示中这些矩阵的形式。尽管需要 
作许多代数运算，你能够证明这些矩阵之间的变换就像一个矢量的分量的变换一样。（然 
而，我们此刻不想去操心证明这点，如果你愿意，你可以验证这一点。）你们可以在不同的坐 
标系下应用.就仿佛它是个矢量一样。 

你们记得在量子力学中 H 与能量有关。事实上，在只有一个态的简单状况下， H 正好 
等于能量。即使对电子自旋的双态系统，当我们将哈密顿写成式 U 1. 13) 那样时，它非常像 
—个磁矩为 / i 的小磁体处在磁场 B 中的能置的经弗公式。在经典物理学中.我们有 

U =~ n - B , (11. 14) 


这里 / i 是物体的性质是外磁场。如果用哈密顿代替经典的能量，用矩阵代替经典的 
/ X ,我们可以看出式 （11. 14) 能够转换为式 （11. 13) 0 于是，根据这种纯粹形式的代换，我们 
将结果解释为矩阵方程。有时人们说，对经典物理中的每个置，燈子力学中都有一个矩阵与 
之对应，实际上更确切的说法是哈密顿矩阵对应若能 M , 而任何可以通过能量来定义的 M 都 
有箱 相应的矩阵。 

例如，磁矩可以通过能说来定义 I 只要指出它在外场 B 中的能 M 是一 /! • 氏这就定义了 
磁矩矢 fit 然后我们考察处在磁场中的真实（嫌 子） 客体的哈密顿的公式，并试筘别 
这些矩阵与经典公式中相对应的各种物理 M 。 这就是有时可以找到和经典物理 S 对应的 !tt 
子力学物理 lit 的技巧。 

如果谢 息的话 ，你们可以试试舂去弄清一个经典矢 M 怎么会跟一个矩阵相等，或许 
你们会发现一些东西一但切勿为之太伤脑筋。那个想法不妥当——它们幷不相等。»子 
力学是另一种类型的描述世界的理论。只是碰巧存在芯一定的对应关系，但这至多是记忆 
的工具一用它来帮助记忆。就是说，当你学习经典物理时，你记住了式 （11. 14 h 因而如果 
你记得对应关系— 你就容易记住式 <11. 13) 了。当然，自然界遵循置子力学，而经典 
力学只是近似;因此，奄不奇怪在经典力学中会有量子力学定律的某种影子—— M 子力学定 
律正是经典力学的基础。用任何直接方式从影子重建原物是不可能的，但影子确实会帮助 
你记住原物像什么样子。式 （11. 13) 是真理，而式 （11. 14) 是影子。因为我们先学习经典力 
学,所以希望能由它得到《子力学公式，但这样做时根本不存在什么肯定成功的方案。我们 
必须一再回到真实世界以发现正确的最子力学方程。如得到的方程跟经典物理中的某个东 
西相像，就是我们的幸运。 

如果上述有关经典物理与量子物理之间关系的告诫显得太啰嗦，并且在你们看来都 
是毋庸待言的自明之理，那就请你们原谅这位教授的条件反射吧，他通常是对进研究生 
院前并没听说过泡利自旋矩阵的学生讲授量子力学。这些学生总像是抱着某种希望，希 
望置子力学是他们几年前已透彻学过的经典力学逻辑发展的结果。（或许他们想避免不 
得不学习新东西这件事 吧。） 你们只是在几个月前学习了经典公式 （11. 14) ——并且接着 
又被提醒说它并不是合适的公式——所以你们大概不会很不愿意将置子力学公式 
(11. 13) 来作为基本的真 理吧。 
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§11-2 作为算符的自旋矩阵 

当我们正讨论数学记号这一题目时，我们想再描写一下 另一种 书写方法，这种写法 
很常用，因为它非常简洁。它直接由第8章所引进的记法得到。假定我们有个处在随 
时间变化的状态丨以 /)> 的系统，我们可像在式 （8. 34) 中所做的那样把系统于时刻 
Z + 以在态 U > 的振幅写成 

〈《•丨 >p(t + At)) = I + i) | j)(j I 0 ⑴〉. 

i 

矩阵元 〈 fll / U + At , 是在时间间 隔以内 基础态 |_/> 转变为基础态 U _> 的振幅。于是我 

们可以写出下式来定义 H ,,： 

(«' I U(t +Ar, t) I j) = 8a — (t)At, 

我们已经证明各振幅 C ,(0 = <«‘ 丨 0( z )> 之间由下列微分方程组相 联系： 

(11-15) 

假如明确写出振幅 C ,, 那么上式成为 

I I *)■ (11.16) 

但矩阵元只„也是振幅，可以将它写为所以我们的微分方程就变为这样： 

| = 2<«' I H I »0' I *)■ (11.17) 

我们看到（一&就是在 H 所描写的物理条件下态 b _> 在时间内将“产生”出 
态 U > 的振幅。（所有这些都已隐含在 §8-4 的讨论之 中。〉 

现在依照 §8-2 的思路，我们可以丢掉式 （11. I 7 )中的公共项“ I ——因为此式对任何 
态 U > 都成立——而把该方程简写为 

ik f t u > = i »0' I •/>>■ 01.18) 

或再进一步，我们还可去掉）而写为 

I ^) = H | 0). (11.19) 

在第8章里我们曾指出，表式写成这种形式时，在或中的 H 称为算符。从现在 
开始我们要给算符載上一顶小帽子 （a )来提醒你这星个算符而不是个数字。我们以后写 
成合4〉。虽然两个方程式 (11. 18) 及 （11. 19) 和式 (11.17) 或 （11. 15>的意 X 完全相同，我们 
却可以用不同的方式看待它们。例如，我们可以这样来描写式 （11. 1 S ) : “ 态矢量 lyfr 〉 对时间 
的导数乘以 iA 等于将哈密顿作用于每个基础态后，乘上★在某一态 j 中的振幅 
〈>1 必，然后再对所有 > 求和所得的结果。”而式 （11. 19) 可以这样来描写 ：“态 对时间的导 
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数(乘上 i /0 等于用哈密顿算符作用在态矢量10>上所得到的结果。”这只是对式 （11. 17) 
中内容的一种简短说法而已，但是，你们会看到，那是十分便利的。 

如果我们高兴，还可以把“抽象”的思想再往前推进一步。方程式 （11. 19) 对任何状态 
|0>都正确。等式左边的 iAd / d / 也是个算符——它是“对 t 求导再乘上 i »” 的运算。所以式 
(11. 19) 也可以认为是算符之间的一个方程.即算符方程 

以去= /?• 


哈密顿算符(除一个常数因子之外）作用到任何态上所得的结果与 d/At 的作用相同。请记 
住这个方程——像式 (11. 19) —样一算符恰与 ihd/dt 是恒等运算的表述。这些方 
程是自然界置子体系的动力学定律，即 ii 定律。 

为用这些概念做些练习，我们给你证明可以换一种方法得到式 （11. 18〉。你们知道，我 
们可以用一个态在某一组基础态上的投影来表示这个态[参见式 (8. 8)], 

U > = S I *><«' I (11.20) 

态10〉怎样随时间变化呢？只要求它的 导数： 

f t ^> = ii'Z I «><*' 10>- (11.21) 

设基础态不随时间变化（至少我们总是把它们取为确定不变的态），但振幅 〈 i |^> 是个可 
能变化的数。于是式 (11.21) 变为 

去丨0= 丨 丨办 (11.22) 

从式（11.16>可以知道£|<|10/&,所以我们得到 

f t \^ =-iE ioEh.ou) 

=- 去 S I «><« I H I »<> I 0> 

» 

= 一士 I I 

i 


这就是式 (11.18)。 

所以我们有多种看待哈密顿的方法^可以把一组系数看作为只是一组数字，或把 
哈密顿算符看作“振幅” 或看作“矩阵或看作“算符”/?。它们全都表示同一 

事物。 

现在让我们回到双态系统上来。假如我们用 < r 矩阵(带有适当的数值系数，如艮等等） 
表示哈密顿，我们也能把 <明确地看作振幅或者，简言之就是算符 S «。 如果使用 
算符的概念，我们可以把磁场中的态|0>的运动方程写成 
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I ip ) =— B , S ,+ B , a .) I t / i ). (11.23) 


当我们想要“使用”这样一个方程时，通常必须用基矢表示态 10( 这就像要用特定的数值来 
表示空间矢量就一定要求出空间矢置的分量一样〉。所以我们通常把式 （11. 23) 写成展 
开式： 


ihj- t I ^^( B . S . + B ^+ B . S .) I «><« I ^>. (11.24) 

现在你们会明白为什么算符概念是如此简洁了。为了利用式 （11. 24), 我们要知道 S 
算符作用在各个基础态上会得到什么结果。让我们求出它们来。假定我们求先1+>,它是 
某个矢量 I ?〉，但是，是什么矢量呢？别急，让我们在先1+>上左乘<+1,那就有 


(+1 0 , |+) = ff*l = 1. 


(利用表所以我们知道 

<+!?> = 1. 

现在，让我们在 A 1+>上左乘 〈一丨 ，我们得到 

<—I a. |+> = aii = 0, 


所以 


<-|?> = 0. 

只有一个态矢 M 同时满足 （11. 25) 和 （11. 26) 两式,这就是|+>。于是我们发现 

S . |+> = |+>. 


(11.25) 


(11.26) 

(11.27) 


利用这样的论证，你们很容易证明 CT 矩阵的所有性质可以用表 n -3 所列的一组法则以算符 
记号来描写。 


表 11-3 


6 . |+> - |+> 

C 算符的性质 

A 1+>-|-> 

o , 1+> - i |-> 

A I") —1-) 

0 . |-> - 1+> 

0y |-> — »1+> 


如果我们求<1矩阵的乘积，它们就变为求算符的乘积。当两个算符作为乘积一起出现 
时，你们要先将最靠右的算符进行运算。例如, 对无夂 l +>. 我们必须理解为&(夂|+>), 
由表 11-3, 求得色 |+〉= i |—> ，所以 


S , o , |+> = a,(i |->). . (11.28) 

而对任何数一臂如 i ——只要从算符中移出就可以了（算符只作用在态矢置上），所以式 
(11. 28) 与下式 相同： 


S . S , |+> = \ S , |-> = i |+>. 
如果对£5, I — >作同样运算，你们就得到 
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S , a , I — > =— i 丨一 >• 

査一下表 11-3, 你们会看出 &乞 作用在丨+>或 I 一〉 上正好得到及作用其上的结果再乘以 
一 U 所以我们可以说 乏心的 作用与 i 尖的作用相同，并把这个表述写为算符 方程： 

S , S y = iS ,. (11.29) 

注意这个方程与表 11-2 中所列的矩阵方程之一相同。所以我们又一次见到了矩阵观点和 
算符观点之间的对应性。因而表 11-2 中的每个方程都可以看作是关于 < r 算符的方程。你 
们可以验证一下它们确实可由表 11-3 得到。在作这些验证时，最好不要去管《7或只这些 
M 究竟是算符还是矩阵。不论从哪种观点来看，所有的方程都相同，所以表 11-2 既适用于 
t 算符，也适用于矩阵，随你的便。 

§ 11-3 双态方程的解 

现在我们可用多种形式写出双态方程。例如可写为 

也可写为 

(11.30) 

它们表示同一 回事。 对处在磁场中的一个自旋1/2粒子,哈密顿 H 由式 （11.8) 或式 （11. 13) 
给出。 

如果磁场沿 z 方向，那么——正像到现在为止我们已屡次见到的那样——解就是态 
(不管它是什么) 绕® z 轴进动(就好像你取一个物体，使它整个地绕若 z 轴旋转一样），它的 
进动角速度等于场强乘以 A // A 的两倍。当然，当磁场沿其他任何方向时，情况同样如此，因 
为物理规律与坐标系无关。假如有这样一种状况，磁场以复杂的方式随苕时间变化，那么我 
们可以用下述方式加以分析。假定开始时自旋沿 着 + z 方向，而磁场沿工方向。自旋就开 
始转向。接着如果方向磁场撤消，自旋就停止 转向。 如果这时加上一个 z 方向磁场，自旋 
就绕菥 Z 轴进动，等等。所以根据磁场按时间变化的方式，你可以描绘出终态是什么——它 
将指向哪个轴的方向。然后你就可用第10 章 （或第6 的投影公式变换回到原先的对于 

z 轴的|+>态与丨一>态来表示这个态。如果终态的自旋的指向沿着 (0, 幻方向，它就会有一 
个朝上的振幅 cos ( e /2) e 〜和一个朝下的振幅 S in (0/2) e 4〜。 这就解决了任何问题。这 
是微分方程解法的语言描述。 

刚才所述的求解方法相当普遍，可以处理任何双态系统。我们不妨取氨分子为例子一 
其中还包括电场的效应》假如我们用态丨 1^717^系统，方程式（9.38)和（9.39)就 
写成： 


i^"=+AC, +^C„ , 
i^L =-AC, +〆：,. 


(11.31) 
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你们 会说： “不对，我记得里面还有个电场 E 。。” 不错，但我们已移动了能量的原点，使£。 

为0。（通过使两个振幅改变同样的因子 •总 可做到这一点一为了去掉任何常数能 
量。）既然相应的方程总有相同的解，那我们实在不必再去解一次方程。假如我们看一下 
这些方程，再看一下方程式 （11.1), 那我们就可进行下述判断。我们可称丨 I >为态丨+>, 
in >为态丨 一〉。 这并不意味着我们把氨分子在空间排列起来，也不是丨+〉及 丨一〉 与 z 轴 
有任何关系。这纯我们有一个人造的空间，可以称为“氨分子表示空间”或 

别的什么名称-个三维的“构图”，其中的••朝上"对应于分子处在丨 I >态，而沿着假 

想的 z 轴“朝下”则表示分子处在丨 n >态。这样，对这些方程就可作如下的理解。首先， 

你知道哈密顿可用 < T 矩阵表示为 

H =+ Aa , +^ ta ,. (11.32) 

或者，换一种方式说，式 （11.1) 中的对应于式 （11. 32) 中的一 而对应于 一 #。 

于是，在我们的••模型"空间中，有一个沿 r 方向的恒定 B 场。如果我们有一个随时间而 
变的电场<?，那我们就有一个沿 _ r 方向按比例变化的 B 场。所以，处在一个 Z 方向分置保 
持不变而 z 方 向振荡分的磁场中的电子的行为 .数学上类 

在振动电场中的氣分子的行为。遗憾的是，我们没有时间进一步讨论这种对应的详情， 

也没有时间讨论任何技术细节。我们只想指出，所有双态系统.都与一个在磁场中进动 
的自旋1/2粒子相类似。 


§11-4 光子的偏振态 

还有另外许多双态系统研究起来很有趣.我们要谈的第一个新系统是光子。为 r 描写 
一个光子，我们必须首先给出它的动量矢对自由光子，频率由动置决定，所以我们无须 
再说它的频率是 多少。 然而，除动 m 外我们还须考虑一个称为偏振的性质。设想有个确定 
单色频率的光子向着你射来(频率在这一讨论中始终保持不变，所以没有许多种不同的动燉 
态）。就有两个偏振方向。在经典理论中，光可以描写为具有（臂如说)一个水平振动的电场 
和一个垂直振动的电场,这两类光称为 I 偏振光及: y 偏振光。光也可能沿其他某个方向偏 
振，这可以由沿 X 方向的场与沿； y 方向的场的杵加构成。或者，如果你使： r 分量与 j 分域 
之间的相位相差90°,就会得到一个旋转的电场一这样的光是椭圆偏振光。（这只不过是 
对我们在第1卷第38章所学过的偏振光经典理论的简单回 顾。） 

现在假设我们有单个光子—只是一个。这里不存在可以用同样方法讨论的电场，我 
们所有的只是一个光子。但是光子必定有经典偏振现象的类似的性质。必定存在至少两种 
不同的光子。能会以为应当有无限多种一因为电矢置可以指向各种方向。但我 
们可以把光子的偏振作为双态系统来描写。光子可以处在 k > 态或处在 l ： y > 态。态指的 
是在经典物理学中是沿 _ r 方向振动的一束光线里的每个光子的偏振态。而|>>>态指的是沿 
y 方的每个光子的偏 振态， 我们可以把 k 〉 与 l ： y > 作为具有指向你的给定 


• 为明确起见，并且为符合现在国内偏振光的通用命名法則.我们将原文 i - polarized light 译成沿^ 
方向振动的光.振动方向就是电磁波电场的方向。一译者注 
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动量——我们将称该指向为 z 方向一的光子的基础态。所以有与 l ： V > 两个基础态，它 
们就是描写任何光子所需要的一切。 

举例来说，如果我们有块偏振片,其取向能让沿 I 轴振动的偏振光通过，我们往这偏振 
片射去一个我们已知道是 l ： y > 态的光子，它将被偏振片吸收。假如射去一个我们知道是 lx > 
态的光子，它将径直通过偏振片后仍旧是 k >。 如果我们取一块方解石，它让一束偏振光分 
解为一个 U 〉 光束及一个 I ； v 〉 光束，这块方解石完全类似于把一束银原子分裂为|+>及 I 一〉 
两种状态的施特恩-格拉赫装置。所以先前我们对粒子和施特恩-格拉赫装置所做的每一件 
事都能重新用在光和方解石上。那么，当光透过一块透振 
方向角度为的偏振片时，会出现什么情况呢？是否变成 
另一种状态？是的，它的确 f 另一种状态。我们称偏振片 
的透振轴为 X '以便跟我们的基础态的轴区分开来。参见 
图11-2。射来的光子将处在 k '> 态。但任何态都可以用 
基础态的线性组合来表示，这里，组合的公式是 

I = cos 5 I x ) + sin 0 I y ). (11.33) 

这就是说,如果光子通过一块透振方向（和 z 轴的）夹角为 
的偏振片后，它仍可以（比方说，用一块方解石）分解为 
围 11-2 与光子的动置 束与 |; y > 束。或者，如果愿意，你可以只在想象中把它 

分解为 x 分置与: y 分 M 。 无论用哪种方法，你都将得到处 
在态的振幅是 COS 0, 处在 l ; y > 态的振幅是 sini?o 
现在我们问这一问题。假设一个光子通过角度为的偏振片后得到沿着: c ' 方向振动的 
偏振光，而后到达一块角度为零的偏振片一如图 11-3 所示，那会发生什么情况呢？它将 
有多大的概率通过？答案如下 ：当它 通过第一片偏振片后，它一定处在 U '〉 态，第二片偏振 
片只让 k > 态的光子通过(吸收态的光子）。所以我们要问，出现处在 k > 态光子的概率有 
多大？我们可从 k '> 态的光子在态的振幅〈到/>的绝对值的平方得到此概率。 〈: clx '〉 是 
什么？只要把式 (11. 33) 左乘以就得到 




图 11-3 透振方向间成0角的两个偏振片 
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{x I = costf〈x I x) + sin 0{x I y). 

而从物理意义得知， {x\ y) =Q —如果 U > 和 l ： y > 是基础态的话就 _ 如此一而 
<x I x> = 1 0 所以得到 

(x I x) = cos 汐， 

概率就是 cos ^ o 举例来说，如果第一片偏振片角度为30°,那么一个光子有3/4的机会得以穿 
过，而有1/4的机会光子被偏振片所吸收而将它加热。 

现在我们来看一下在同样情况下按经典理论会发生什么。我们有一束光，它的电场以 
不定的方式变化着——我们就说这束光是“非偏振”的。当 
它通过第一片偏振片后，电场沿 〆 方向振动，而大小为，我 
们可以在如图 11-4 那样的图上把电场画成峰值为<?。的振 
动矢 ft 。 当光到达第二片偏振片时，只有电场的 i 分量 
Acosd 得以通过。光强与电场的平方成正比，因此与 
< f § CO s 2 0 成正比。所以]二片偏振片出射时能量比进入时 
的能量减弱一个 cosM 因子。 

经典图像和 M 子图像给出了相同的结果。如果你往第 
二片偏振片注射100亿个光子，每个光子通过的平均概率 

比方说是3/4,那你就可以指望100亿光子中有3/4得以通 8 BH -4 电矢蠢，的经典图* 

过。类似地，它们所携带的能量也只是你注入能 燉的 3/4。 

经典理论不说亊件的统计意义一它只是说通过的能量正好是你送入的能*的3/4。当 
然.如果只有一个光子的话，这就不可能了，不存在3/4个光子那样的东西。它要么聱个在 
那里，要么根本不在那里。量子力学则告诉我们，有3/4的机会它整个在那里。两种 ig 的 
关系是清楚的。 

那么，对另一类偏振呢？比方说右旋圆偏振又如何？在经典理论中，右旋圆偏振有着大 
小相等而相位差为90°的 x 振动 分爾; 及 y 振动 分景。 在*子理论中，右旋圆偏振 （ RHC ) 光 
子在偏振态及 |; y > 有相等的振幅，而间相位差为90°。称 RHC 光子为 | i ?> 态，左旋 
圆偏振 ( LHC > 光子为 | L > 态,我们可以写出（参见第1卷§ 33-1) 



|R> = _ i r( , x>+i |, >) , 

I L) = 古(丨 — ' I >))• 


(11.34) 


因子 1 M 是为了使态归一化而引进的。用这些态并利用量子理论的定律，你可以计算任何 
你想研究的滤光或干涉效应。如果愿意你也可以选择 | R > 与为基础态，而用它们表示任 
何状态。只要先证明 = 0 ——取上式中第一个方程的共轭式[参见式 (8. 13)], 然后乘 
以第二个方程，就可证明这一点。你可以将光分解为： r 向振动和; y 向振动，或分解为/向 
振动和; y ' 向振动，也可以分解为右旋圆偏振及左旋圆偏振等作为基础态。 

作为一个例子，我们来试一下把公式掉转过来。能不能把态表示为右旋态与左旋 
态的线性组合呢？可以,这就是 
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I 工> =古(1 R>+l L», 

I 3-> =--^r(l R>-| L)). 


(11.35) 


证明 :将式 (11. 34) 中的两式相加与相减即可。很容易从一种基础态变到另一种基础态。 

然而，必定会出现一个奇特的情况。如果光子是右旋圆偏振的，它不应跟 x 及轴有 
任何关系。如果我们从一个绕光子飞行方向转过某一角度的坐标系来看同一个现象的话， 
光应当仍然是右旋圆偏振的，对左旋圆偏振光,情况也一样。右旋和左旋圆偏振光对任何转 
动都不变，它们的定义与 x 方向怎么选择无关（只是光子的方向业已给定）。定义左、右旋 
不需要定任何坐标轴，这岂非好事，这要比取定 I 和方便多了。但另一方面，当你把右旋 
与左旋细在一起时，可以求得 T 方向，这不很奇怪吗？如果“右”旋和“左”旋丝毫不依赖于 
X, 那我 E 把它们重新放到一起时又怎么能得到 I? 在某种程度上我们可以这样来回答上述 
问题 :在: T ', : /坐标系中写出表示 RHC 偏振光子的态矢置 | R '>, 在这个坐标系中，你可以 
写出： 


I J ? ， > = -^ r (| x ， > + i | y ». 

这样一个态在 x , y 坐标系中又显得怎样呢？只要用式 （11. 33) 代|/>并用相应的表式代 
IV )—我们未曾将它写出来，但它就是 (- sin ») I x > + ( cos <?) I y 〉。 于是就有 


I R ) = -^ r [ co 8 I x ) -f sin ^ I y ) — isin ^ I x ) -f icos 0 \ y )] 




[(cos isin 0) \ x)-f i(cos isin | y )] 




(I x ) + i I >))(cos — isin 0). 


第一项正是 li ?〉， 而第二项是我们的结果就是 

| R') = e -* I R). (11.36) 

态 | R '> 与 IR 〉 除了一个相位因子 f 外完全相同。如果你对 U /> 作同样的计算，就会得到《 

| L') = c + » | L >. (11.37) 

现在你看到发生了什么情况。如果我们将 | K > 与相加，就得到跟与|1/>相加不 
同的结果。臂如说，一个 x 偏振光子是[式 (11. 35)]| J ?> 和 | L 〉 的和，但一个: V 偏振光子则是 
把 Ii ?> 的相位后移 90' 把 | L 〉 的相位前移90°后的两者之和。这正是在特殊的角度6= 90° 
的情况下对 IK '〉 与 IL '〉 求和所得的结果。这是正确的。在带“撇"的参考系中的 I 偏振跟 


* 这类似于我们(在第6章）对自旋1/2粒子所得到的结论。当我们把坐标轴绕 z 轴转动，就得到相位 
因子亊实上，这正是我们在 S 5-7 对自旋1粒子的| + >态与丨_>态所写下的结果——这并非巧合。 
光子是个自旋为1的粒子，但它没有•■零"态。 
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原来参考系的 y 偏振相同，所以，认为圆偏振光子在任何坐标系中看来都相同这种说法不 
完全正确。它的相位(右旋与左旋圆偏振态的相位关系）始终保持着 x 方向的关系。 


§11-5 中性 K 介子 • 

我们现在要来描写奇异粒子世界中的一个双态系统-个量子力学对之作出了最令 

人惊异的预言的系统。要完全地描述这 一系统 ，我们就得涉及到许多有关奇异粒子的知识. 
所以，很遗憾.我们将不得不说得简短些。我们只能对某个发现的获得过程作出大致的描 
绘——把所包括的推理方式告诉你们。这是从盖尔曼 （ Gell - Mann ) 和西岛 （ Nishijima ) 发现 
奇异性概念以及新的奇异性守恒定律开始的。正是当盖尔曼和佩斯 （ Pais ) 分析这些新概念 
结果时，他们提出了我们正要描写的一个最令人惊异的现象的预言。然而，首先我们 
得谈一点“奇异性”。 

我们必须从核粒子之间的所谓强相互作用开始。这种作用是强核力相互作用的根源， 
它和相对较弱的电磁相互作用不同指的是，如果两个粒子靠得足够近而产生相 
互作用，它们的作用非常强烈,并且很容易产生其他粒子。核粒子之间也存在着所谓的“弱 
相互作用”，由此也会发生某些现象.诸如 P 衰变,但是用核的时间尺度来衡置，发生作用总 
是非常缓慢——弱作用的大小要比强作用弱许许多多数 M 级，甚至比电磁相互作用还弱得多。 

当人们用大型加速器对强相互作用进行研究时，惊奇地发现有些“应当”发生的亊一 
预期会发生的亊——却没有发生。臂如，在某些相互作用中，某种类型的粒子没有像原先预 
料的那样出现。盖尔受和西岛注意到，如果提出一条新的守恒定律一奇异性守恒,这许多 
奇异现象就能马上得到解释。他们提出，每个粒子都具有一种新的 厲性 一他们称之为“奇 
异"数，而在任何强相互作用过程中，“奇异性的数最”是守恒的。 

举例来说，假定一个高能负 K 介子 （臂 如说带有几十亿电子伏特 能撤） 与一个质子相碰 
撞。这样的相互作用会产生许多别的粒子1介子， K 介子， A 粒子，2粒子，即列于第1卷 
表 2-2 中的各种介子或重子。人们观察到只出现某些组合，另外一些组合则从不出现。已经 
知道某些守恒定律在这里是起作用的。首先，能量和动置总是守恒的，亊件后的总能量和总 
动置必定与事件前的相同。其次，有电荷守恒.这就是说.所产生的粒子的总电荷必定等于 
原有粒子所带的总电荷。在我们这个 K 介子与质子相碰掩的例子中，以下的反应确寒发 
生了： 

K 一 + p - ► p 4- K _+ it + + it~-f 

或 K _ +p - 

由于电荷守恒，我们永远不会得到 

K _+ P - ► P + K - + 7 T * 

或 K -+ P — - AW . 


(11.38) 


(11.39) 


• 我们现在感到这节的材料对眼下的课程来说是过于冗长和困难了。我们建议你们跳过这节继续阅 
读 §11-6 节。如果你们有雄心而又有时间的话.以后也许要再回到这一节来。我们把这一节留在这里，因 
为这是取自高能物理新近成果的一个美妙例子，说明用我们关于双态系统的量子力学公式能够做出些什 
么结果来。 
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我们也知道，重子数是守恒的。 反庳巵的 重子数必定等于反庳前的重子数。在这条定律中， 
重子的 反粒子 ■个负重子来意味着我们可以——也确实——见到这样的反应： 
K - + p A 0 + 7t° 

或 K - + p ►p + K - +p + p. 

(这里 P 是反质子.它带一个负电荷。）但是我们丛没有见到 
K-+p — »K-+^+x° 

或 K _ + p p + K - + n. 

(即使能置很大也是如此），因为上式中重子数不守恒。 

然而，这些定律不能解释这样一件奇特的事实，即下列反应： 

K-+p — -P + K-+K 0 

或 K"+ p — -p + >T 

或 K-+P ― ► A 0 + K 0 

也从未观察到过，而这些反应初看起来跟式 （11. 38) 或式 （11. 40) 的某些反应并无多大的差 
别。对此的解释是奇异性守恒。每个粒子都有一个数，即奇异数 S , 而在任何强相互作用 
中，都存在着这样一条 定律: 反庳后的总奇异数必定等于反应前的总奇 异数。 质子和反质子 
( P . P ), 中子和反中_子( 11 , ii ), 以及 n 介子 U +, ir °, iT 〉 的奇异数全都为 g , K + 与 K ° 介子奇 
异数为+ 1; 1^与亡（1<°的反粒子），与2粒子 （+ , 0, —）奇异数$ — 1。还有一种粒 
子 S 粒子(“疒的大写）的奇异数为一2,或许还有其他奇异数尚不知道的粒子。我们已把这 
些奇异数列在表 11-4 中。 


表 11-4 强相互作用粒子的奇异数 



S 

-2 -1 0 +1 

质子 

P 

E ° A °. 2° n 

H X - 

介子 

K . K + 

K ° 買 0 K 0 

K ~ it - 


注： n 为的反粒子(反之亦 然）。 


让我们看看在已写出的某些反应中，奇异性守恒是怎么起作用的。如果开始时是一个 
K 和一个质子,总的奇异数为 (-1 + 0) =一1。奇异性守恒要求反应 g 产物的奇异数的总和 
也必须是一 1。你们看到式 (11. 38) 及 （11. 40) 满足这一要求。但在式 (11. 42) 的反应中，右边 
的奇异性在三种情况中都是 g 。 这些反应前后奇异性不保持守恒，因而不会发生。为什么？没 
人知道，没人知道得比我们&才告诉你的有关情况更多一些。自然界正是以这种方式运行着。 

现在我们来看一看下列反应 :一个 》-撞击一个质子。你也许（比方说）得到一个 A ° 粒 
子加一个中性 K 粒子一两个中性粒子。但会得到哪一种中性 K ? 因为 A 粒子有奇异数 
_1,而 n 与 〆 的奇异数为0,并且由于这是个快速产生的反应，奇异性必定不变。 K 粒子 


(11.40) 


(11.41) 


(11.42) 
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—定要有奇异数+ 1,所以它必须是 K °。 这反应是 

> T + p = A 。 + K 。 ， 

而 

s = 0 + 0 = (— 1 > + (+ 1 )(守恒 )• 

如果在这里用 R ° 代替 K ° ，右边的奇异数就会是一2,而这是自然界所不允许的，因为左边的 
奇异数为0。不过,可以在别的反应中产生，诸如 

n + n - ► n + p + K ° + K + , 

S = 0 + 0 = 0 + 0 + (- l ) + (+ l ) 

或 

K-+p ― ► n + K ° , 

S =- l +0 = 0+(- l ). 

你们或许会想，“这完全是些废话，因为你怎么知道它是 K 0 还是 K °? 它们看起来完全 
相同。它们互为反粒子，它们有完全相等的 f 量，而电荷又都是0。你们怎么来区分它们？” 
回答是通过它们所发生的反应。例如，一个可以跟物质作用产生一个 A 粒子，如 

K°+p ― ► A 0 + x * . 

但 K 1 ■却不行。当 K ° 与普通的物质（质子和中子)相互作用时，不#使它产生 A 粒子 • 。所 
以 K ° 和之间的实验鉴别就是它们之中有一个能产生 A 粒个却不能。 

这样，奇异性理论的预言之一就是.如果在一个高能 n 介子的实验中，产生了一个 A 粒 
子与一个中性 K 介子，然后中性 K 介子揀到另一些物质时决不会产生 A 粒子。实验 
可以这样来进行,把一束 it 介子射入一个巨大的氢气泡室,的径迹消失了，但另外某个 
地方出现了一对径迹(一个质子和一个厂>,这表明一个 A 粒子衰变了 **( 见图11-5>。这 
样你就知道在某个地方有个你不能看到的 K °。 

但你可以利用动置和能置守恒求出它往哪里去。[它后来会衰变为两个带电粒子而显 
现出来，如图 11-5(8) 所示。}当 K ° 向前飞行时，可能跟一个氢核(质子）发生相互作用，也许 
产生一些别的粒子。而奇异性理论的预言是，它绝不会在下述类型的简单反应中产生一个 
A 粒子： 


K ° +p — ► A 。+ 〆 ， 

而庐 是可以发生这种反应的。这就是说，在气泡室中，一个可以产生如图 ll -5( b ) 所描 
画的事件一其中的 A ° 由于衰变而被看到，但1<°却不能产生这种过程。这就是我们故事 
的第一部分,这就是奇异性守恒。 

不过，奇异性守恒不是完美无缺的。奇异粒子可以发生极缓慢的衰变一衰变时间长 
到约 10-'° s — ，这时奇异性不再守恒，这些衰变称为“弱”衰变。例如， K ° 衰变为一对寿命 


• 当然.除非它还产生两个 K + 或总奇异数为+2的其他一些粒子。我们可以认为在上述反应中没有 
足够能置来产生这些更多的奇异粒子。 

•• 自由 a 粒子经过一§相互作用而缓慢衰变(故奇异性不必守恒衰变产物是一个 p 及一个.或 
—个 n 及一个 k ° 。寿命为 2. 2 X 10- 10 s„ 

••• 强相互作用的典型时间差不多是 1( T U s 。 
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K' l 

p // 

〆 4 八》表变 
〆 





核相互作用 

«" 衰变 ’ >•••• 

液氢 



⑷ 



图 U-S 在氢气泡室观察到的莊能 求件: U ) —个 it 介子与一个氢核（质 子〉 

相互作用产生一个 A ° 粒子和一个 K ° 介子。两个粒子都在气泡室中袞变。 

( b > —个 R ° 介子和一个质子相互作用产生一个 〆 介子和一个 A ° 粒子，然后 
A 0 袞变（中性粒子没有留下径迹.它们推测出的轨迹如图中断续线所示） 

为 10- 1 、 的 K 介子 （+ 及一）。事实上，这是首次见到 K 粒子的.方法。注意衰变反应 

K 0 — »• it * + n " 

中奇异性并不守恒，所以它不可能通过强相互作用而“很快”发生，只可能通过弱衰变过程进 
行。 

注意 R ° 也以同样方式衰变为一个 V 及一个 tT 而且也有同样的寿命， 

K 0 - JC ~+ JT + . 

这也是一个弱衰变，因为它奇异性并不保持守恒。有一条 原理: 对任何反应，总对应地存在 
一个用“反物质”代替“物质”的反应，反之夺然。由于^•是 K ° 的反粒子，它应当衰变为/ 
与的反粒子，但 〆 的反粒子是 iT 。 （或者，如果你乐意，反过来说也可以。结果发现对 
7 T 介子来说，你们称哪一个为“物质”都无所谓。)所以作为弱衰变的一个结果 ， K ° 和可以 
变为同样的最终产物。当我们通过衰变来“见到”它们时一如同气泡室中那样一它们看 
上去是同一种粒子。只是它们的强相互作用不同。 

我们终于可以来描述盖尔曼和佩斯的工作了。他们首先注意到，既然 K ° 及都能转 
变成两个 Tt 介子的状态，必定存在某个1^°转变为的振幅，并且也有一定转变为 K ° 
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的振幅。像在化学中所做那样写出反应方程式，有 

^ K °. (11.43) 

这些反应意味着，每单位时间内, K ° 通过弱相互作用衰变成两个 7 T 介子再转变为有一定的 
振幅，这振幅写成 一 i / A 乘以 < R °| W | K °>。 对于逆反应来说，也有相应的振幅 （ KIWlR 11 〉。 
由于物质与反物质的行为完全相同，这两个振幅在数值上相等，我们把它们都称为 A , 

< K ° | W | K °> = < K ° I W I K °> = A . (11.44) 


盖尔曼和佩斯说，这里出现一个有趣的情况。人们一向所说的世界的两个不同的状 
态—— K " 与 R ° —实际上应当被看作为是一个双态系统，因为从一个态到另一个态有一 
定的振幅。当然，做完全的处理时，必须处理两个以上的态，因为也还存在着一些像两个 7 C 
介子的态,等等;但是既然他们主要对 K ° 与的关系感兴趣，就不必把事情搞得太复杂， 
而可以作双态系统的近似。其他态在某种程度上已经考虑到，它们的效应已隐含在式 (11. 44) 
的振幅中。 

因而盖尔曼和佩斯把这个中性粒子作为一个双态系统来进行分析。他们首先把 | K °> 
和1亡>态取为两个基础态。（这样，事情非常像氨分子的情况。)这样，中性 K 粒子的任何态 
就可用它处在两个基础态的振幅来描写。我们将称这两个振幅为 

C + = < K ° I 0>. C -= < K » I 0). (11.45) 


下一步就是要写下这个双态系统的哈密顿方程。如果 K ° 与 P 之间没有耦合，方程就 

只是 


i / i ^ = EoC -. 


(11.46) 


但由于有心转变为的振幅 〈 K °| W | R °〉 存在，所以应当还有一项 
〈 K 。 | W 丨 K °> C -= AC 


加在第一个方程的右边。类似地, AC + 项应该加到 C 随时间变化的方程中去。 

但还不止这些。当考虑到双 n 介子效应时,还存在 K ° 通过以下过程变为自身的附加振幅, 
K 。 一-71—+ 〆 一 ► K 0 . 


我们将用 < K °| W | K °；> 来表示的这个附加振幅，它正好等于振幅因为对于 K ° 
和亡来说,它们变为一对《介子与由一对死介子变回自身的振幅是完全相同的。如果需 
要，可以详细写出这个论证。首先，我们写下 ， 

< K ° | W | K °> = ( K a \ W \ 2 k )( Zk I W I K °> 

< K ° I W I K °> = < K ° I W I 2*><2 R I W I K °>. 


由于物质和反物质的对称性, 


* 这里我们作了点简化。2«系统可以具有对应于不同的 K 介子动量的许多状态，所以我们应当将方 
程的右边写成对 t 介子的不同基态求和。完整的处理仍导致同样的结论。 
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(2r\W\ K°> = (2k\W\ K°>, 
<K° I W I 2it) = <K° I ^ I 2 rt >. 


由此得到 〈 K ° I W | K °> = < K ° I Wl K °>, 以及 < R ° I W I K °> = < K ° | WJ 亡>,^ 就是我 
们前面所说过的。不管怎么说，两个都等于 A 的附加振幅 〈 K ° 丨 W | K ° >和<民° | W | R °> ，应当 
包括在哈密顿方程中。等一个给出的一项 AC+ 加在 dC + /dt 的方程的右边，第二个给出的 
是加在 dC - Ak 的方程右边新的一项 AC 。通过这样论证，盖尔曼与佩斯推断 K ° R ° 系统 
的哈密顿方程应当是 


i/l^t = E 0 C + +AC_+AC + , 
= E„C-+AC t -fAC_. 


01.47) 


现在我们必须对前几章中所说的作一些纠 正：像 〈 K °| W | R °> 和 〈 P | W | K °> 这样两个互 
相逆转的振幅总是互为复共轭。这只有在讨论中不发生衰变的粒子时才成立。而如果粒子 
可以衰变一因此，也就可能“消失”——那么两个振幅不一定是复共轭。所以等式 (11. 44) 
并不意味着振幅是实数，事实上，它们是复数。所以，系数 A 是复数，这样我们不能把它归 
到能 ft E。 中去。 

在经常跟电子自旋以及诸如此类的事情打交道后，我们的主人公看出哈密顿方程组 
(11. 47 >意味着存在另外一对基础态，它们也可用来表示 K 粒子系统,而且具有特别简单的 
性质。他们说 :“让 我们将两个方程相加与相减，并且以 E 。 为零点测量所有有 关能置 ，并使 
用使1的能 W 与时间的单位。”(这是近代理论物理学家常做的事，这样并不改变物理实 
质，但使方程的形式变得简单些。）他们的结 果是： 


i^(C+H-C-) = 2A(C + +C_), ix(C + -CL> = 0. (11.48) 

ck at 

显然，振幅的组合 (C++C )与((： + -匕）互相独立地起着作用。 （显然 ，它们相当于我们早 
就研究过的定态。)所以，他们断定，用 K 粒子的另一种不同的表示会更为方便。他们定义两个态 


I K,) = -^-(| K»)+| K»», I K f > = *(| K°)-| K B ». 


(11.49) 


他们说，用 K , 与1< 2 两个“粒子"(就是“态”)来代替 K ° 和亡两个介子也同样可以。（当然， 
这两个态对应着我们通常称为 I I >与 I n >的态，我们不用老的记号是因为我们现在要用原 
作者的记号——你们将在物理讨论会上见到的记号。） 

但盖尔曼和佩斯做所有这些并不只是为了给粒子起个不同的名称，这里还存在某种令 
人惊奇的新的物理内容。假设 C , 及 C 2 是某个态4〉表现为 K , 或 K 2 介子的 振幅： 


C, = <K, I ^>, C, = <K Z I 0>. 


由式 （11. 49), 


c, = 古 (C++C-), c 2 = 


★ (c+ — c -). 


于是式 （11. 48) 变为 


(11.50) 
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i ^- = 2 AC If '^ = 0, (11.51) 

其解为 

c,(t) = 0,(0)6-^, ^(0 = ^(0). (11.52) 

显然，这里 C ,(0) 和 C :(0) 为 t = 0时的振幅。 

这些式子表明如果一个中性 K 粒子在时刻《 = 0时从态 | K ,> [这样 CJ 0) = 1而 
C 2 (0) =0] 出发，那么，在时刻 f 的振幅是 

C ,(«) = e aA, , C : ⑴ =0. 

注意到 A 是复数，不妨取 2 A = 0 — 垆 ，（由 于发现 2 A 的虚部是个负值，我们把它写成色 
访)。代入 C ,( t ) 后，可以写成 


C,(t) = C,(0)e^e--. 


(11.53) 


在时刻*找到 K , 粒子的概率是这个振幅的绝对值平方，即 e v 。 而由式 （11. 52), 在任何时 
刻找到 K : 态的概率为零，这就是说,如果你让一个 K 粒子起先处在丨 K ,〉 态,在同一态中找 
到它的概率将随时间指数下降——但你永远不会在态 IK :〉 中找到它。那么它跑到哪里去 
了呢？它以平均寿命 r = 1/2#衰变为两个 Tt 介子了，实验测得 rSKT 1 、。 我们前面说 A 
是复数时就是为此作了准备。 

另一方面，式 （11.52) 说明，如果使一个 K 粒子完全处在 K : 态，它就将永远这样待下 
去。当然.这实际上是不对的。实验上观察到这个 K 粒子衰变为纟个冗介子,不过其速率要 
比刚才描写过的双 it 介子衰变慢600倍。可见，在我们的近似中^掉了其他一些小项。但 
只要我们考虑的只是双 n 介子袞变, K z 就将“永远”存在下去。 

现在继续讲完盖尔曼和佩斯的故事。他们继续考虑在漫相互作用下产生一个 K 粒子 
与一个 A ° 粒子 时会发生什么事。由于 K 粒子必须具有奇 f 数+ 1,所以它产生时必须处在 
= o 时，它既不是 K , 也不是 K z , 而是一个混合态。初始条件是 
C + (0) = 1, C - (0) = 0. 


但是根据式 （11. 50), 这意味着 


C, (0) = 士， C*(0) = 士. 

■Ji -/2 

而由式(11.52〉和 (11.53), 有 

C,(£) = + e V, C“t> = 士 • 
■/2 V 2 


(11.54) 


注意 K ° 和亡都是 K , 和心的线性组合。在式 （11.54) 中，已选定振幅，使《 = 0时亡部分 
由于千涉而相互抵消，只留下1<°态。但 | K ,> 态随时间而变，而 | K 2 〉 态则 不随时间而变 。在 
« = 0以后, C , 与 C z 的干涉将使 K ° 与 R ° 都具幅。 

所有这些意味着什么？让我们回过去想一下如图 11-5 所示的一个实验。一个 》 T 介子 
产生一个 A ° 粒子和一个 K ° 介子，这个 K ° 介子嘟嘟地穿过气泡室中的氢。当它向前跑的 
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时候，它有某种很小的但一定的机会与一个氢核碰撞。起先我们认为奇异性守恒将阻止 K 
粒子在这样的相互作用中产生一个 A ° 粒子。然而，现在我们看到这是不对的。虽然 K 粒 
子开始时为 K ° —它不可能产生一个 A ° —但它不会永远这样。过一会儿，就有一定的 
振跳变到亡态。所以我们可以预期沿着 K 粒子的踪迹有时会看到产生一个 A °。 
&事发生的机会由振幅 C - 给定，而 C 可以与 C , 和 C 2 联系起来[倒过来利用式 
(11.50)]。它们的关系是 

C - = -^( C , - C ,) = 4 -(e - - 1). (11.55) 

衣 2 

当 K 粒子向前飞行时，它“出现像那样行为”的概率等于 1 C - IS 其值为 

I C-T = 士 （ l + e _ 項 一 2 e -， cosoO . (11.56) 

4 


真是个复杂而奇特的结果！ 

于是，盖尔曼和佩斯就作了这样一个惊人的 预言： 当一个 K ° 产生后，它转变为&—— 
这可由能够产生一个 A ° 来显示一的概率按式 （11. 56>随时间变化。得出这个预言所用 
的只是纯粹的逻辑推理和 置子力 学的基本原理——而根本不知道 K 粒子的内部机理。由 
于没有人知道任何有关内部机理的情况，盖尔曼和佩斯最多也只能走到这一步。他们不能 
给出 0 与月的任何理论值。直到目前也没有能给出这两个值。他们由实验观察到的袞变为 
两个 n 介子的速率能得出一个#值（2沒= 10'° S-), 但关于 a, 他们什么也说不出。 

在图 11-6 中我们对于两个 0 值画出了式 (11. 56) 的函数的曲线图。你们可以看到图形 
和《«与沒的比值有很大关系。 起先亡 的概率为0,然后它增大。如果^大.概率将具有大的 
振荡。如果 o 小，振荡就小,或者没有振荡——概率只平滑地上升至1/4。 




/(I0 l0 s) /(!0 10 s) 

(•> ( b ) 

围 11-6 式的函数图像 ： （8)设 0 = 4 咕 ,（b) 设 0 =咕（2戶= 10"* s' 1 ) 

通常， K 粒子以接近于光速的恒定速度飞行。图 11-6 的曲线因而也表示沿着轨迹观察 
到心的概率，其典型距离为几个厘米。你们可以看出为什么这个预言这样离奇。在产生 
一个粒子后，它不仅会衰变,也会发生别的事情。有时它衰变，有时它又转变为另一种粒子。 
它产生某种效应的特征概率随着它的行进而以一种奇特的方式变化着。在自然界里没有别 
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的东西与它相像。而作出这个极为令人惊奇的预言所依据的只是关于振幅干涉的论证。 

如果有一个地方，我们有机会以最纯粹的方式检验量子力学的主要原理一振幅的俜 
加原理是否成立？一这个地方就是这里。尽管这个效应的预言至今已有好几年了，还没 
有非常清楚的实验判决。只有一些粗略的结果表明 a 不是零，不过这种效应确实出现了，这 
些结果表明 a 在2/?和4#之间。这些都是实验得到的。如能精确地检验一下曲线,看一看 
在奇异粒子这样的神秘世界中，叠加原理是否确实仍然成立，这将是件非常美妙的事情—— 

对奇异粒子来说，我们不知它们为什么衰变，也不知它们为什么有奇异性。 

我们刚才所做的分析方法表明了目前在探索解释奇异粒子的研究中所用的量子力学方 
法的特点。所有你们可能听到的有关的复杂理论无非都是这类利用叠加原理和同一水平的 
其他置子力学原理来玩的骗人把戏而已。有些人声称他们已拥有能够计算 a 和士 或者至 
少在给定#时能算出的理论，但这些理论都是完全无用的。比方说，有个在给出后能预 
言 0 值的理论告诉我们 o 值应是无穷大。他们开始所用的方程组包括两个 7 T 介子，而后又 
从两个《介子回到了一个 K °, 等等。在计算全都完成后，确实得到一对类似于我们这里所 
写的方程,但是由于两个 Tt 介子的动 ft 有无穷多个状态，对所有这些可能性求积分后得出 a 
值是无穷大。但是，自然界的 a 并不是无穷大。所以这个动力学理论是错的。在奇异粒子 
世界中完全能被预言的现象竟能从你们现在所学到的水平的量子力学原理得出，这实在是 
非常惊奇的。 


§11-6 对 N 态系统的推广 


我们已经讲完了所有想谈的关于双态系统的问题。在下面几章里我们将继续研究具有 
更多状态的系统。把我们就双态所得到的槪念推广到 N 态系统去是直截了当的事，可以按 
下面这样方式来做。 

如果一个系统有 N 个不同的态，我们可把任何态|如0>表示成任何一组基础态 U >( i = 
1, 2,…， N ) 的线性组合， 

I ^(0> = S I «> C ,(0. (11.57) 

斷有 • 

系数 c .<0 就是振幅振幅 C . 随时间的变化方式由下列方程组决定 

= ^ HvCi (11.58) 

这里能量矩阵描写问题的物理条件。这看上去和双态系统相同。只是现 在:和 都必须 
遍及所有 N 个基础态，而能量矩阵——或者，你愿意称之为哈密顿也可——是带有 N 2 个 
数的 NX N 矩阵。像以前一样，= /^——只要粒子数守恒——而对角元^^是实数。 

当能童矩阵为常数(不依赖于 <) 时，我们已经求得双态系统的系数 C 的一般解。当 H 
与时间无关时，也不难解出 N 态系统的方程组（11.58)。我们仍从寻找振幅全都有相同时 
间依赖性的可能解开始。试解 

C . = ai e~ lif,)D , (11.59) 


在把这些0代入式(11.58)后，导数<10：,0)/山就是（_;作)£(：,。消掉所有各项的公共指数 
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因子，得到 

Ea , = (11-60) 

i 

这是有 N 个未知数… . 〜，…，的 N 元线性代数方程组，只有在碰巧时，即所有 a . 的系 
数行列式为零时，才存在一个解。但是并不一定要用这种复杂的方法求解，你们可以随便用 
什么方法来着手解方程组，你们会发现只有对一定的 E 值才能解出它们。（注意£是我们 
方程组中唯一可调节的量。） 

但如果你们想用规范的方法求解，可以把式 （11. 60) 写为 


- S „ E ) a , = 0. 


(11.61) 


接卜•来你们可以利用这条规则（如果你们知道的话），即只有对那些 E 值满足下式的方程组 
才有解， 

Det ( H v - S U E ) = 0. (11.62) 


行列式的每一项正好是只是对每个对角元要减去 E 。 式 （11.62) 就是 
r«u - E H„ -1 

1 = 0. 


Det 


H t , 

Hu 


H t ,-E 




(11.63) 


当然，这只是 E 的代数方程的一种特殊写法，这个方程是行列式所有各项按一定方式乘积 
之和。这些乘积将给出 E 的所有幕次，直到 E N 。 

所以我们就有一个等于0的 N 次多项式,一般说来它有 N 个根。（但要记住其中有些 
可以是 ffi 根，就是说两个或更多的根彼此相等。）不妨称 N 个根为 

E | , E | , Eb , ••• , E . , •••, K n , (11. 64) 

(我们将利用 《 表示第 n 个罗马数字，这样 《 取值为 I . n . …， N 。） 其中有些能 ft 可能相 
等，比方说 E B = £：,,但我们仍用不同的名字称呼它们。 

方程组 （11. 60) 或 （11. 61) 对每个£：值有一个解。假如将任何一个 E 值（臂如代入 
式 （11.60) 并求解 a , ，就得到一组属于能最£«的解。我们将称这组解为 + U )。 

在式 （11. 59) 中代入这些 a .(» i ) 值，我们就有了某确定能态中处在基础态 | i > 的振幅 
C ,( n )。 设 In 〉 表示* = 0时这个确定能态的态矢量，我们可写出 
C,(«) = <« | »>e- <i/,,E -' . 

其中 

<« ! »> = a ,("). (11. 65) 

于是有完全确定能量的状态丨 MO ) 可以写成 


I MD ) = S I f > a .( n ) e - (irt,£ .' 
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| ^.(0> =|n>e- (i/ * ,E .*. (11.66) 

态矢量 In 〉 描述确定能量状态的位形,而时间相依性被提出在外。这样它们就是常矢量，如 
果愿意的话，它们可以用来作一组新的基。 

每个态1/1〉都有个性质,——你能很容易地予以证明一当它们被哈密顿算符作用 
后，就正好得到 E , 乘以同一 个态： 

|n) = E . |«>. (11.67) 

这样,能量氏就是描写哈密顿算符 /? 的特征的一个数值。我们已经见到，一般说 ,一 
个哈密顿有几个特征能量。在数学家的术语中，这些数称为矩阵的“特征值”。物理学 
家常称它们为的“本征值”。 （“ Eigen ” 是德文的"特征”或“本征 ”。〉 对 P 的每个本征 
值一换句话说对每个能量——都存在着确定能《的状态，我们已称它们为“定态”。物理 
学家通常称 I / O 为“/5的本征态"。每个本征态对应着一个特定的本征值 E ,。 

—般来说，态1»«>(有 N 个〉也可用来作为 一组基 础态。要做到这点，所有的态必须相互 
正交，意即对其中任何两个态， I / O 和 | m >, 有 

I m> = 0. (11. 68) 

如果所有能 M 都互不相同，那么上式将会自动满足。我们也可以将所有的 a . U ) 乘以一个 
适当的因子，而使所有的态归一化。归一化后对所有的/ •就有 


<n | n > = 1. (11.69) 

当式 （11. 63) 恰巧有两个(或 更多） 具有相同能《的根时，问题就稍有点复杂。首先，存 
在两组不同的 a , 具有相同的能 S , 但是它们所给出的态可能$正交。假设你们通过归一化 
手续找到了两个具有同 样能置 的定态一称它们为 W 及不幸它们不正交，就是说 

<// 丨 w > 关0， 

但我们总可以造出两个新的态，我们称为1//>和 I />,它们具有相同的能量，而且也正交，即 

I v ) = 0. (11.70) 

14和10适当的线性组合可以作出1//>和| 1 />,并适当选择系数，使式（11.70)成立。做到这 
点总是不难的。我们一般假定这点已经做到，因而总认为我们的本征能态 | n > 全都相互 
正交。 

为提高兴趣,我们来证明当两个定态有不同的能量时它们的确正交。对具有能鼠氏 
的态|/«〉，我们有 

^ | /.) = E . | n >. (11.71) 

这个算符方程实际上表示有个数字方程。补上没写出的部分，它的意义与下式相同 

S<i I fi I j){j I ") = E.{i I n). (11.72) 

i 

如果取这式的复共轭，就得 

E <*' I d li >*0 I «>* = E：(i I n >-. 

i 


(11.73) 
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注意振幅的复共轭是逆振幅.所以式 （11. 73) 可以重新写为 

S <" I i >0' 1^10 = E ： (n I «>. (11.74) 

i 

因为这个方程对任何 i 成立,它的“简短形式”是 

<n | /? = E ； <« | . (11.75) 

这称为式 （11. 71) 的伴随式。 

现在很容易证明 E , 是个实数。将式 (11. 71) 乘〈》«|就得到 

<n | | ») = E . , (11. 76) 

因为 <”丨 "> =1。然后我们将式 (11. 75) 右乘|»>,得 

<n | I «) = E ；. (11.77) 

比较式 （11. 76) 和 （11. 77), 显然可见 

E . = E ； , (11.78) 

这意 味着氏 是个实数。我们可以擦掉式 （11.75) 中£：上的星号。 

我们终于可以证明不同的能《状态是正交的了。设丨 n > 和是任意的两个有确定能 
拔的基 础态。对1««>态应用式 （ li .75), 并乘以 U >. 我们得到 

<» I /?!»> = E m (m | «>. 

但如果用 〈 ml 乘以式 （11.71), 得到 

(m | P I «> = E.(m I n>. 

因为这两个等式左边相等，所以右边也相等， 

E.{m I «> = E.<m I n ). (11.79) 


如果 E m = E ., 上式没告诉我们什么。但如果两个态 l / n 〉 和 In 〉 的能 量不同 (£» 关 E ,), 式 
(11. 79) 就表明 〈/ nln 〉 必定为零，这正是我们要证明的。只要 E , 和值上不同，两个 
态必然正交。 
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§12-1 由两个自旋1/2粒子组成的系统的基础态 

在这一章中，我们来着手讨论氢的“超精细分裂••问题.因为这是一个我们已经能够用量 
子力学处理的、物理学中有兴趣的例子。这是一个具有两个以上的态的例子，可以用它说明 
置子力学应用到稍为复杂一些问题上的方法。这个问题也足够复杂，你懂得了处理它的方 
法后就能立即推广到各种问题上去。 

如你们所知，氢原子包含有一个位于质子附近的电子，它可以处于许多分立的能域状态 
中的任何一个状态,在每一个能量状态中电子的运动图式都不相同。例如，第一激发态位于 
基态之上3/4里德伯能績，或者大约10 eV 处。但是由干电子和质子都具有自旋，即使是氢 
的所 鼎基态 ，其实也不是具有单一的确定能揪的态。正是它们的自旋造成了能级的“超精细 
结构"，将所有的能级都分裂成几个靠近的能级。 

电子可以具有或者“朝上”或者“朝下”的自旋，质子的自旋也可以“朝上"或者“朝下”。 
因此，原子的每一种动力学条件下都存在着4种可能的自旋态。这就是说，当人们谈到氢原 
子的“基态’’时，实际上是指这“4个基态"，而不是指能嫩 敁低 的态。这4种自旋态并不都具 
有完全相同 的能钳 ，它们对于无自旋时的能 M 稍有移动。但是与基态到第一激发态之间 
10 eV 左右的能 S 差相比这种能》的移动是非常非常小的。因此，每个动力学状态的能级都 
分裂成一组彼此非常靠近的能级，这就是所谓的超精细分裂。 

这4个自旋态之间的能量差就是我们在本章中要计算的。超精细分裂是由电子和质子 
磁矩之间的相互作用引起，这种相互作用对于各个自旋态给出稍微不同的磁能。这些能《 
移动大约只有 It )— 7 eV ——与10 eV 相比实在是太小了！正因为能级之间有很大的差距，所 
以我们把氢原子的基态看作是一个“四态”系统，而不必为实际上有很多更高能量的状态这 
—事实操心。这里我们只限于研究氢原子基态的超精细结构。 

就我们的目的而言,我们对电子和质子空间位罝的细节丝毫不感兴趣，因为它们的位罝 
由原子结构决定——原子进入基态本身就 ¥57^'] 的位置。我们需要知道的只是电子和 
质子以某种确定的空间关系彼此靠近。此外，它们的自旋可以有多种不同的相对取向。我 
们要研究的只是自旋的效应。 

我们一定要回答的第一个问 题是： 这系统 的棊砷 态是什么?但这个问题表述不正确。 
没有规定的基础态，因为你们可选取的基础态组不是唯一的。将老的一组线性组合就可以 
构成新的一组。基础态总是有多种选择，这些选择都同样的合法。所以问题并不是这组基 
础态是什么，而是什么可以作为基础态。我们可以按我们的方便选取想要的任何一组基础 
态。通常最好以一组特1琿韋义最明确的基础态作为开始。它可能不是任何问题的解，也可 
能不具有任何葺择的一般会使产生的物理现象易于理解。 
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我们选择下列4个基 础态： 

态1:电子和质子的自旋都“朝上”， 
il : 电子自旋“朝上”,质子自旋“朝下”， 

电子自旋“朝下”，质子自旋“朝上”， 
gi : 电子和质子的自旋都 ••朝 下”。 

对于这4个态，要有一种简便的记法，为此，我们将用下面这种方式来表示 它们： 

1:丨+ +〉，电子朝上，质子朝上， - 

ii : i + —〉 ，电子朝上，质子 朝下， 

@:丨_+>,电子朝下，质子朝上， ' 

^4:1一一>，电子朝下.质子朝下。 

你一定得记住，第_一个+或一号表示电子，而第二个则表示质子。为便于参考，我们已把这些记 
法总结在图 12-1 中。有时也把这些态方便地记为|1>, |2>, |3〉和|4>。 

你或许 会说: “但是这些粒子有相互作用，可能这些态不是恰当 
的基础态。听起来好像你把这两个粒子看作是相互独立的。”确实 
如此！相互作用产生了问 题：系 统的呤密顿是什么?但如何掸述这 
个系统并不涉及到相互作用。我们&取什么作为基础态可以不涉 
及到以后发生的情况。一个原子即使它一开始处于这些基础态中 
的一个态，它也不可能永远保持这个态。这是另外一个问题。问题 
是 :在一 个特殊（固定）基础态中的振幅如何随时间变化？选取基础 
态只是为我们的描述选取“单位矢而已。 

趁讨论这个 课题时 ，让我们来看一下在多于一个粒子的情况中如 
何寻求一组基础态这样一个普遍性的 问题。 你们已知道关于单个粒 
子的基础态。例如，对现实生活一不是我们这种简化的情况，而是 
现实生活一中的一个电子的完整描述是给出它在下列各个态中的 
振幅： 

丨动 it 为 P 的自旋“朝上”的 电子〉 

或 I 动《为；> 的自旋“朝下”的电 子〉. 

实际上存在两组无限多态.每个 P 值一个态。这就是说，如果你们 
知道了所有的振幅 

<+, p 丨 必〉 及〈一， p \ <!>), 

则一个电子的状态 I 必就被完全描述了。式中+ 和一表 示角动量沿 
某个轴——通常指 2 轴——的分量，/*为动量矢量。因此，对每个可 
能的动量，必定存在两个振幅（一组多重无限基础 态）。 对单个粒子的描述就是这些。 

当存在一个以上粒子时，其基础态可用类似的方式写出。例如，若有一个电子和一个质 
子处在比我们考虑的更为复杂的情况下，其基础态可能是如下的 类型： 

I 一个自旋“朝上"、以动量 P , 运动的电子和一个自旋“朝下”、以动量 p 2 运动的质 子〉。 
其他自旋组合以此类推。如果存在两个以上的粒子——同样的思路。所以，你们看到，要写 
出可能的基础态实际上是很容易的。唯一的问题 是:哈 密顿是什么？ 
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就研究氢原子基态而言,我们不需要用到全部不同动量的基础态。当我们说“基态”时， 
我们是指特定的质子和电子的动量状态。组态一所有动量基础态的振幅——的细节是可 
以计算的，但这是另一个问题。现在所关心的只是自旋效应，因此可只取式 （12.1) 的4个基 
础态。接下来的问 题是: 对于这组基础态的哈密顿是什么？ 

§12-2 氢原子基态的哈密顿 

我们马上就来回答这个问题。但首先应提醒你们一 件事： 任何态 总能够写成基础态的 
线性组合。对于任何一个态4〉我们可以写成 

|0> = I ++ X ++ I 0) + I +- X +- I 0) + I -+ X - + I 0) +1 -- >< -- 10). (12.2) 

请记住，完整的括号只不过是复数，所以我们也可以把它们写成常用的形式 C ., 其中 .=1, 

2, 3或4,因而式 （12.2) 可以写成 

1^) = l 4- f)Ci + I +—) C 2 +1 — +〉 C S +| ) C 4 . (12. 3) 

只要给出了 4个振幅 C ., 我们就能完整地描述自旋态|以。如果这4个振幅随时间而变化， 

琪实上也是如此，则它们的时间变化率由算符给出。于是，问题在于找出/5。 

如何写出一个原子体系的哈密顿并没有一个普遍的规则可循，而找到一个正确的公式 
比起找到一组基础态来更需要技巧。我们可以告诉你们一个普遍规则，据此可写出任何关 
于一个电子和一个质子问题的一组基础态，但是在目前的水平上要去描述这种组合的一般 
的哈密顿却是太 难了。 因此，我们将通过某种启发式的论证给你们导出一个哈密顿，而你们 
—定要承认它是正确的哈密顿，因为用它所得出的结果与实验观察一致。 

你们应记得，在上一章中我们可以用<»矩阵一或与之完全等价的 ( T 算符——来表示 
单个自旋1々粒子的哈密顿。这些算符的性质槪括在表 12-1 中。这些算符——它们只是 
表述<+ k I +>这种类型的矩阵元的一种简略而方便的方式一适用于描述自旋1 /2的 M 
士粒子的行为。问 题是: 我们是否能找到一种类似的记号来描述具有两个自旋粒子的体 f 
i 案是肯定的，而且非常简单，具体如下。我们发明一种称之为电子"的东西.用 矢景兑 
符•来表示，它具有: r . :的分现在我们作出一个约定，当这些算符中 
任何一个作用到氢原子的4个基础态之一时，它只作用于电子的自旋，而且其作用完全像电 
子单独存在时一样。例如 ,41 — + >是什么？由于《，作用于“朝下”电子得出一 i 乘以相应 
的电子“朝上”的态，即 

a% |-+> =~i 1++〉. 

(当 < 作用于组合态时，它使电子的自旋倒转，而对质子不起作用，再对结果乘以_!。)<作 

表 12-1 
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用于其他的态给出 

a', 1++> = i I — +>， 
o', |+-> = i I ——>， 

I —— > =—i l+->• 

要记住算符 〆 只作用于箄一个自旋符号——即作用于电子的自旋。 

接着，我们定义质子相应的质子”算符。它的3个分量<的作用方式 
与相似，只作用在自旋上。例如，如果我们把作用于4个基础态的每一个上， 
我们得到——仍旧利 ii " 12-1 —— 

a * I ++) = |4~ ), 

a! 1+ — ) = l++)t 
a! |-+> =1 ——>, 
a ? I -> = I H >. 

你可以看到，这并不很困难。 

在 M —般的情况下，事情可能更复杂一些。例如.我们可能有像^这样的两个算符 
的乘积。当我们碰到这种乘积的运算时，我们先作右边算符的运算，然后再作另一个算符的 
运典*。例如，我们有 

« I+— > = <t ； (<t, p I+—>) = <» ； (—14—>) =—<t ； I+— > =— I >. 

注意这些算符对纯数没有任何作用——我们在写出<(_1) = (-时就利用了这一亊 
实。我们说这些算符与纯数••对易”，或者说一个数“可以移到算符另一边”。作为练习。你 
可以证明一下乘积对4个基础态给出下列结果： 

a',ai |++> = 4 -|—+>, 

o：ai I+-) =- 1 —— >, 
alai I —+) =+|++>, 
a ： a ： I —— > =-!+->. 

如果我们取所有可用的算符，每一种算符仅用一次，则有16种可能性。是的,一 
倘若我们把"幺正算符” i 也包括进去。首先是3 个: 夂。然后是 ( T /,<*< T , p 3 个，总 
共有6个。此外，还有9个这种形式的乘积，使总数达到15个。另外，还有一个使任何 
态不变的“幺正算符”。总共16个。 

现在注意，一个4个态的系统的哈密顿矩阵必定是一个系数的4 X 4矩阵一它有16 
项。不难证明，任何一个 4 X 4 的矩阵一特别是哈密顿矩阵一都可以写成与我们刚才写 
出的一组算符相对应的16个双自旋矩阵的线性组合。因此.对于一个电子与一个质子之间 
仅仅涉及自旋的相互作用来说,我们能预期其哈密顿算符可以写成同样的16个算符的线性 
组合。问题仅在于如何写。 

首先，我们知道相互作用不依赖于坐标轴的选取。如果没有外界扰动——如磁场之 
• 对于这几个特定的算符.你会注意到这些算符的次序是无所谓的。 
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类——来确定空间的独特方向，哈密顿就不可能与我们选取的： r , >>和 z 轴的方向有关。这 
意味着从哈密顿不应具有孤零零的< 这样的项。否则用不同的坐标系将得出不同的结果， 
这显然是荒谬的。 

唯一的可能性是含幺正矩阵的项，例如常数 a (乘上 i ), 以及不依赖于坐标的 <7算符的 
某种组合一某种“不变”组合。两个矢量的唯一里不变组合是标积，对我们的 «■ 来说 
就是 

o ' ^ = aW .+ aW , + (12.4) 

这个算符对坐标系的任何转动都是不变式。所以具有特定的空间对称性的哈密顿，只可能 
是一常数乘以幺正矩阵加上一个常数乘以上述标积.即 

^ = E c + Aa ' ■ (12.5) 

这就是我们所要求的哈密顿。只要不存在外场，根据空间对称性它是唯一的可能。常数项 
没有多大意义，它仅取决于我们选取来测置能置的起始能级。我们完全可以取£。= 0。第 
二项才告诉我们求氢原子能级分裂所需知道的一切。 

要是你愿意的话，你可以不同的方式来考虑这哈密顿。如果有两个磁矩为+和 h 且 
彼此靠得很近的磁体，相互作用能置依赖于——包括在其他各种能置中。而且你记 
住，我们«发现经典的在置子力学中以的形式出现。同样，经典理论中的 h 通常 
在置子力学中表示为这里是质子的磁矩，它比~约小1 000倍，且符号 相反） 。所 
以式 （12. 5) 表明相互作用能和两个磁体之间的相互作用能相同一不过不是完全相同，因 
为两磁体之间的相互作用能取决于它们之间的径向距离。但是式 (12. 5) 是一并且亊实上 
也确实是——某种平均相互作用能。电子在原子内部各处运动，我们的哈密顿只给出平均 
相互作用能。总之，按照经典物理学，对于在空间以一定方式排列的电子和质子之间有一个 
正比于这两个磁矩之间夹角余弦的能最。这种经典的定性图像也许会帮助你们理解它的来 
源，但是®要的是，式 （12. 5>是正确的置子力学公式。 

两磁体间经典相互作用能的数《级是两磁矩的乘积除以它们之间距离的立方。氢原子 
内电子与质子间的距离，粗略地说.为原子半径的一半，即 0.5 人。因此我们可以作一个粗 
略估计 ：式中 的常数 A 大致应等于两个磁矩^和&的乘积除以 0.5 A 的立方。这种估计 
所给出的数值还是可以的。当你们了解了氢原子全部量子理论一至今我们还没有讲到一 
就知道可以准确地算出 A 。 实际上计算精确度已达到大约百万分之三十。所以，与氨分子 
的翻转常数 A 不同，它还不能由理论很好地计算出来，而氢的常数 A 可以由更为精确的理 
论算得。不过没关系，为了目前的目的.我们把 A 看作是一个能由实的数，然后分析 
这种情况的物理意义。 

取式 (12. 5) 的哈密顿,我们可以将它和方程 

\ HC i = ^ H^Cj (12.6) 

i 

一同用来求出自旋相互作用对能级的影响》为此，我们需要找出与式 （12. 1>的4个基础态 
中每一对相对应的16个矩阵元= <i | H | _/〉。 

我们先对4个基础态中的每一个求出例如， 
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/? |++) = Aa ' • a p I ++) = A \ a^aS + a " a ^\ 1++〉. (12. 7) 

利用稍早一些时候讲过的方法一如果已记住表 12-1 的话，就很容易了一我们求出每对 
< r 作用于| + +>的结果。答案为 

alai |++> =+| ), 

ola v y 1++> =— I >, 

|++> =+|++>. 

所以式 (12. 7) 变为 

d I++ 〉 fA||— >-| -- )+|++> I = A |++>. 

因为我们的 4 个基础态都是互相正交的，立即可得 

〈++1 H |++) = A(++|++) = A, 

(+—I H |++〉 = A 〈 +— 1++〉 = 0, 

<-+l H |++> = A <-+|++> = 0, 

<——I H |++> = A < —— 1++> = 0. 

由于 0 I H I *> = <« I H \ j )- , 我们已经能够写出振幅 C , 的微分 方程： 
ihCi = H „ C , + H lt Ct + H » C , + H u C a 

或 iAC , = AC ,. 

就这些！我们仅得到一项。 


表 12-2 氫*子的自旋算符 


M l++> -+l —— ) 

咖 5 l++> — > 

M 1++ 〉 —+I+H-) 

M l+-> ■+ 卜 +> 

tfV? i+-> -+i-+> 

M l+— > ■*—!+—) 

M l-+> =+|+-> 

^5 l-+> _+l+-> 

M l-+> —1—f> 

M 1 —— > -+1 ++》 

1 —— > —1++> 

M 1 - > =+| —— > 


为了获得哈密顿方程中的其余项，我们必须用相同的步骤把作用到其他态上去。首 
先，作为练习，请你核对一下我们在表 12-2 中写出的所有的乘积，然后我们可以利用它们 
得出 

/) I +- > = AI 2 |-+>-|+->|, 

|-+> = A \2 |+->-|-+>|, (12.12) 

ft I —— > = A | -->• 

然后依次对每一项在左边乘上所有其他的态矢量，我们就得到如下的哈密顿矩阵 ff . 


0 0 - 

2A 0 (12.13) 

— A 0 
0 A . 




— ► 

~A 0 
0 一 A 
0 2 A 
_0 0 


( 12 . 8 ) 

(12.9) 


( 12 . 10 ) 


( 12 . 11 ) 
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当然，这意思仅仅是表明4个振幅 C , 的微分方程 为:. 

\ hC \ — AC I v 

xhCz =- AC , +2 AC 3 , 

(12.14) 

ihC 3 = 2 AC Z — AC l , 

\ hC 4 = ACi . 


在解这些方程之前，我们忍不住要告诉你们一个由狄拉克得出的巧妙规则一它将使 
你们感到自己真正获得了很大的进步一虽然我们现在的工作并不需要它。由方程式 
(12. 9) 及 （12. 12), 我们得到 


a' - a" |++> = I++), 
a ' - 1+—> = 2 I -+)-|+->, 

a' - |-+> = 2 |+->-|-+>, 

• ff * 1 I - > = I - >• 


(12. 15) 


请看，狄拉 克说: 我也可以把第一和最后的方程写成 

o' • l++> = 2 |++> — 1++>, 

• « r " I 一一> = 2 |—一 〉一| 一一>； 


于是这 4 个方程就十分相像了。现在我发明一个新的算符，我称它为 P a » e . ，并且定 X 它 
有如下性 质*: 

雇 S!» I++) = I++). 

尸 l +-> =!-+>. 

p nmf» |-+> =l+->. 

I ) = I )• 

该算符的作用是交换两个粒子的自旋方向。这样，我就可把式 (12.15) 中的全部方程写成一 
个简单的算符 方程： 

a -^ = 2 P gmitm -1. (12. 16) 

这就是狄拉克的公式。他的“自旋交换算符”提供了一个演算 〆 • ■的简便规则。（你 
们看现在你们什么都可以做了。大门打开了。） 


§12-3 能 级 


现在我们已准备就绪，可以通过解哈密顿方程式 （12. 14) 来算出氢原子基态的能级了。 
我们要求定态的能量。这就是说我们要找到那些特定的状态 I 以，对它们来说，属于 IW 的 
—组振幅 C , = 〈i I 0的每一个均有相同的时间依赖关系——即 e _*-。 这个态具有能量 E = 
hw 。 所以我们所要的一组振幅为 


• 这算符现在称为 “ 泡利自旋交换算符％ 
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C ^ a . e '-'^, (12.17) 

式中4个系数 a , 与时间无关。为了看出能否获得这组振幅，我们把式 <12. 17〉代入方程式 
(12.14), 看看有何结果。方程式 (12. 14) 中的每个 i；i dC/dt 变为 EC , 并且一消去共同的 
指数因子后一各个 C 都变成了 a ，我们 得到： 

Ea x = Aa \ , 

Ea 2 =— Aa t -f 2 Aa 3 , (12. 18) 

Ea 3 = 2 Aa t — Aa z , 

Ea 4 = Aa 4 , 

我们从这些方程解出 , A , 和〜。正好第一个方程与其他方程无关一这意味着我们 
立即可以看出一个解。若我们取 £= A , 则 


a \ = 1 1 a z = a 3 = a 4 =0， 

是一个解。（当然，若取所有 a 的值均为零也是一个解.但这表示根本没有任何态存在 d 让 
我们把这第一个解称为态 I I > •: 

I 0=11) =1++>, (12.19) 

它的 能燉为 

E , = A . 

有了这一线索，你们立即可从式 （12.18) 中最后一个方程看出另一 个解： 


di = a 2 = a 3 = 0, a, = 1, 
E = A . 


我们称该解为态 I II 〉： 

I II > =|4> =| - >, (12.20) 

E B = A . 

现在要稍微困难些了，式 （12. 18) 中余下的两个方程是混合的。但是以前我们也碰到同 
样的情况。将此两式相加，我们得到 

E(a 2 + a， 〉= A(a 2 + flj) • (12.21) 

将两式相减，得 


E ( a 2 一 a 3 ) =— 3A(a z — a 3 ). 
通过观察一并回忆氨的情况一我们看到存在两组解： 

a* = a» 9 E = A; 

及 a 2 =~ a Jf E =—3A. 


( 12 . 22 ) 


(12.23) 


它们是 |2> 和 |3> 的混合物。把这两个态称为丨 ni > 和 I w >， 并乘上一个因子使这两个 
态归一化，我们得到 

inn =古(|2>+|3〉> =古(|+-〉+卜+〉)， 


• 此态实际上为 I •，但 我们通常用常 数矢屋 来表示，该矢置等于 < = o 时的完全矢屋。 
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E a = A t 


及 


IN ) = 古(|2> -13>)=古 (|+-> H -+”, 

=—3 A ， 
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(12. 24) 

(12.25) 


E a *A 


我们得出了 4个定态及其能量。顺便提一下，注意到这4个态是相互正交的，所以如果我们愿 
意,也可以把它们作为基础态。我们的问题完全解决了。 

上述4个态中3个态的能 ft 为 A , 而第4个态的能量 
为 _3 A 。 其平均能量为0—这意味着如果我们在式 (12. 5) 

中取& = 0,就是我们选择以平均能量为基准来量度所有 

能1；。我们可以把氢原子基态能级图画在图 12-2 中。 一 丨 IA £ I =»«. 

态 I W > 与其他任何一个态之间的能量差为 4 A 。 一个 
处于态 I U 的原子，可能从该态落至态 IIV 〉并 发光。 但不 
是光学光子，因为能置太小了——它将发射出一个微波 M £.-3^ 

子。或者.若用微波照 射氣气 ，当处在态 I IV 〉的原子获得 S 12-2 氧原子基态的能级 Hi 

能 tt , 并跃迁至上能态时，我们将发 现能* 的吸收——但 

只吸收频率 4 A / A 。 这个频率已经由实验测得，敁近所得到的鋟好结果 ‘为： 


f = -^ = (1420405751. 800 士 0.028) Hz _ (12.26) 

其误差仅为一千亿分之二！大槪没有一个基本物理《测得比它还柏确的了一它是物理学 
中粘确的测 ft 之 一 。理论家对于他们能把能《计算到 3/10 5 的准确度感到非常商兴， 
而此时它却被测*至 2/10" 的准确度——比理论准确100万倍。所以实验物理学家大大领 
先于理论家。在氢原子基态理论方面，你已不比别人差。你也完全可以从实验中求得自己 
的 A 值,这也是每个人最后必须做的工作。 

你以前大概已听说过氢的“21 cm 进线”这件事吧，这就是氢的两个超精细态之间1 420 
兆周进线的波长。星系中的氢原子气体发射或吸收这一波长的辐射。所以用调谐至21 cm 
波(或约1 420 MHz ) 的射电望远镜，我们就能观察氢原子气体浓集处的位罝和速度。通过 
强度的测 M . 我们可以估计氢的数从测 置多普 勒效应引起的频移,我们可以求出星系中 
气体的运动情况。这是射电天文学的宏大计划之一。所以我们现在谈论的是完全真实的事 
情——它并不是一个雎造的问题。 


§12-4 塞曼分裂 


虽然我们已经完成了求氢原子基态能级的问题，但是我们还要再进一步研究这一有趣 
的系统。为了对此系统有更多的了解——例如，为了计算氢原子吸收和发射21 cm 的射电 
波的速率——我们必须知道原子受到扰动时发生的情况。我们要照我们求解氨分子那样去 


* Crampion, Kleppner, and Ramsey ； Physical Review Letters , Vol.ll ， 338( 1963). 
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做——在求出能级后进一步研究氨分子在电场中的情形。于是我们就能够计算出射电波的 
电场所产生的效应。对氢原子来说，电场除了使所有的能级都移动一个与电场的平方成正 
比的常量外，别无作用一由于它并不改变能量差，故不必注意。现在重要的是碎场。所以 
接下来就是要写出原子处在外磁场中这种更为复杂的情况的哈密顿。 

那么哈密顿是什么呢？这里我们只告诉你们答案.除了说原子的行为就是这样外不再 
给你们任何“证明”。 

哈密顿为 

/? = A ( a ' - ^)-^, 0 ' - B -^ - B . (12.27) 

它由三部分组成。第一项 f 表示电子和质子间的磁相互作用一即使没有磁场也 
同样有这一项。这是我们原来就有 的项； 磁场对常数 A 的影响可忽略不计。外磁场的影响 
反映在最后两项中。第二项 一• B , 是电子单独处于外磁场中具有的能量'同样，最后 
一项一 AMT - • B 是质子单独存在于磁场中具有的能量。在经典理论中两个粒子共同的总能 
fit 是它们两个的能》之和,在置子力学中也同样如此。在磁场中，由于磁场所产生的相互作 
用能，就是电子同外磁场的相互作用能与质子同外磁场的相互作用能之和——两者都用 <r 
算符来表示。在量子力学中，这些项并不真正是能置，但是按经典的能 量公式 去想象它们是 
记住写出哈密顿规则的一种方法。不管怎样，式 (12. 27) 是正确的哈密顿。 

现在我们必须回到起点，再从头来解这一问题。但是有许多工作已经完成了——我们 
只需把新的项产生的效应加进去，我们令恒定磁场 B 沿 z 方向，于是必须在我们的哈密顿 
算符中加进两个新的项一我们可以称之为 

fi' =— + / ipffj )b. 

利用表 12-1, 我们立即得到 

(¥ 1++〉= _ (//. + ft,)B |++), 

^ l-f- > =-(a«. l+->. ( 12 . 28 ) 

O' l-+> =- (-a*. +/b)B |-+>, 

ft ' I - > = (/ i . I - >. 

多么方便！ 作用于每个态只是得到一个数乘以这个态。因此，矩阵只有对角 

^一我们只要直接把式 （12. 28>中的系数加到式 （12. 13) 中相应的对角项上去，于是 
顿方程式 (12.14) 变为： 


= \A — (ix,-\- ii r )B\C\, 

=— |A + ( 〜 —^ p )B|Cj + 2ACj, 
■ = 2AC, - m 叫 ) B| C,, 

= IA + (/*» + /i f )B\C t . 


(12.29) 


• 请记住，在经典理论中 U =_ m _ B , 所以当磁矩 沿着磁 场方向时能置最低。对于带正电荷的粒子，磁 
矩平行于自旋，带负电荷的粒子则相反。所以在式 （12. 27> 中叫是正数.而^是负数。 
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方程的形式并没有什么不同——只是系数不同而已。只要 B 不随时间变化，我们就可 
以继续照以前那样去做。将 C . fa . e — Mw 代入，我们得到一式 （12. 18) 的变形—— 

Eai = A|— (fi € -f-// p )B|a, f 

Ea t =— |A -f- — /i p )B\a t 4 - 2Aa 3 f (12. 30) 

Ea 3 = 2Aa z — IA — （〜 一 /i p )B|a 3 ， 

= \A (fx t -f ^ p )B|a 4 . 

很巧，上式中第一和第四个方程仍旧与其他方程无关，所以我们仍可用同样的技巧求解。 

态 I I 〉是一个解，对于这个解 A = 1, a 2 = =〜= 0,或 


以及 

|1>=|1>=|++>, 

(12.31) 

Ei = A — ( fi , 

另一个解是 
以及 

in >= i 4>= i ——>， 

E 0 = A + ( p , 

(12. 32) 


在剩下的两个方程中，因为系数和^不再相等，所以稍微复杂些。但是它们和我们 
鞞得到过的氨分子的一对方程很像。回顾一下式 (9. 20), 我们就能作出如下类比（记住那里 
的指标1和2相当于这里的2和 3) 

—►— A — 

H '2 ~ ^ 2A * (12. 33) 

H 2 i — •- 2 A , 

^22 A + ( 户 c — ^p)B. 

于是能 《 由式 (9. 25) 给出，它们是 . 

E = Hn ^ Hn 士 < ^- ( " ^- : - 出 ,), (12.34) 
将式 (12. 33) 代入上式，能量表式就成为 

E=-A ±^(//. - J u P ) z B z +4 A z . 

虽然我们在第9章中把这两个能量称为£1和&，而在目前的问題中我们把它们称为&和£：„ , 


E. =A(-l+2^/l + )■ 

e « = ~ a ( i + 2 V i+ (泠 n 


(12.35) 


所以我们就找到了氢原子处在恒定磁场中的 4 个定态的能量。让我们令 B 趋向于零 
以核对上述结果是否与上节所得的能量相同。你们就可以看到我们会得到预期结果。当 
B = 0时，能量£, , E B 和 £：■ 等于 + A , 而等于 _3 A 。 甚至态的标号也和以前的一致， 
可是当加上磁场时，各项能量以不同的方式改变。让我们来看看它们如何变化。 
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首先,我们必须记住，电 子的〜 是负值，质子的叫为正值，而且 A 约比叫大1 000倍。 
所以 和 A — A 都是负数，且接近相等。让我们把它们称为一#和_ 〆 ： 

fi =— (fit +^p), fJL 1 =— (12. 36) 

(这里 / i 和 〆 两者都是正数，差不多等于 A 的大小一约为一个玻尔磁子。）于是我们的 4 
个能量分别为 

E, = A-f/iB, 

£■ = A— fiB 9 

( 12 . 37) 

能 M ^ 从 A 开始，随 B 线性增加——斜率为^能嫌 £ d 也是从 A 开始，但是它随 B 的增 
加而线性地减少一其斜率为一…这两个能级随 B 的变化情况如图 12-3 所示。我们还 
在图中画出了能 ME _*£ W 。 但它们与 B 的依赖关系不同。当 B 很小时，它们依赖于 B 
的平方，所以开始时其斜率是水平的，然后变成曲线，当 B 很古时，它们趋近于斜率为 ±〆 
的直线，该直线的斜率与和 E , 的斜率几乎相等。 



图 12-3 在磁场 B 中氢的基态能级图 
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由于磁场而引起的原子能级的移动称为 塞曼效应 。我们说，图 12-3 中的曲线表示氢原 
子基态的塞曼分裂。当不存在磁场时，我们仅得到氢超精细结构的一条谱线。态丨 IV 〉与其 
他任何 一¥ Siii 的跃迁，会吸收或发射一个光子，其频率1 420兆周为乘以能量差 
4 A 。 但是，当原子处在磁场 B 中时，则有更多的谱线。4个态中任何两个态之间的跃迁都 
是可能的。所以如果在所有4个态上都有原子,则在图 12-4 中6个垂直的箭头所示的任何 
一个吸收或发射能量的跃迁都可能发生。这其中的许多跃迁都可以用我们在第2卷 §35-3 
所叙述的拉比 （ Rabi ) 分子束技术观察到。 



9 12-4 在特定磁场 B 中氢的基态能级之间的跃迁 


引起这种跃迁的原因是什么呢？如果我们在稳定的强磁场 B 中再加上一个随着时间 
变化的小的扰动磁场，就会发生这种跃迁。就像我们把变动着的电场加到氨分子上所看到 
的那样。只是这里是磁场与磁矩相耦合而变的把戏。但是理论与我们计算氨时所用的方法 
相同。如果我们在平面内转动微扰磁场则理论将最简单一虽然任何水平的振动磁场 
都行。你把这个微扰磁场作为附加项加到哈密顿中去，就得到振幅随时间变化的解——正 
如我们在讨论氨分子时所求得的那样。所以你可以很容易地精确计算出从一个态到另一个 
态的跃迁概率。你会发现它们与实验完全一致！ 

§12-5 在磁场中的态 

现在我们要讨论图 12-3 中曲线的形状。首先，对于强磁场情况下的能量是易于理解 




E+A — W — OB 
2 A 

E + A+p'B 

~ 2A • ( 12 . 39 ) 


式中的 E 可以采用适当的能量—— £：■ 或£>。例如，对态 I DI >来说,我们有 

(吾)广手. (12 - 40 > 
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的，而且相当有趣。当磁场 B 足够强时（即 pB / A 》1), 我们可以忽略式 （12. 37) 中的1。 
这4个能量变为 

E | = A + fiB , E s = A fiB , (12.38) 

E t = 一 A + fi'B , E v =— A — / i ' B . 

这就是图 12-3 中 4 条直线的方程式。我们可以用下述方式去理解这些能量的物理意义。 
磁场为；时定态的性质完全由两个磁矩的相互作用确定。在定态 Ini > 和 iiv > 中，基础态 
丨+_>和|_+>的混合就是由于这种相互作用。但是在强的外碎场中，质子和电子几乎一 
点也不受对方的场影响；它们各自都像独自处在外场中 一样。 于是一正如我们多次看到 
的那样一电子的自旋不是平行于外磁场就是与外磁场相反。 

假定电子的自旋“朝上”——也就是沿着磁场方向，它的能量为一 pfi 。 而质子仍旧可 
以有两种不同的 方向。 如果质子的自旋也是 ••朝 上”，它的能置为 _~ B 。 两者之和为 
_(~+外）3 = / ^。这正是我们所得出的£： | —很好,因为我们正在描述态|++>= II 〉。仍 
存在一个表示电子和质子自旋平行时的相互作用能的微小附加项 A (现在 》 A )。 （原先 
我们取 A 为正.因为我们所用到的理论表明它应该是正的，而实验证明它确是这样。）另一 
方面，质子的自旋也可以朝下，于是它在外磁场中的能置为因此它与电子能置之和 
为 一 <+ —叫） B = p ' B 。 而它们的相互作用能变为一 A 。 两者之和正好就是式 (12. 38) 中的 
能 me b 。 所以在强磁场中态丨 nn 必定变成态|+—>。 

现在假定电子自旋“朝下”，它在外磁场中的能 tt 为 + B 。 如果质子自旋也“朝下”，两者 
合在一起具有能 《(;/.+ 叫）^它们的相互作用能 A —因为它们的自旋平 
行。这正好就是式 （12.38) 中的能 M ,且相应于态丨一 _〉=丨 II 〉一这很妙。敁后，若 
电子自旋“朝下"而质子自旋“朝上”，我们得到能 tt — ~)B — A (相互作用能取为 gA 是 
因为两个自旋相反），它刚好就是而相应的态为 | 一+ >。 

“但是，等 一下！ "你或许会说，“态 im > 和 I 1 V > 并韭是态|+ — >和卜+ >;它们是后两者 
的混合。”有道理，但不全面。当 B = 0 时它们的确是两者的混合态，但是我们还没有计算出 
它们在强磁场 B 时的情况。我们在第9章中用推导 （12. 33) 式类似的方法计算了定态能 
W , 现在也可以用第9章的公式求相应的振幅。从式 (9. 24) 得到 

当然，比值 A 就是代入式 （12. 33) 给出的相应的量.得 


C,lc3 c 2 cr 
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对于强磁场 B , 态 I 01〉的 C 2 » C ,. 该态几乎完全成了态丨2〉 =|+-> 0 同样，如果在式 
(12. 39) 中代入，则得 （ G / C 3 ) w «1；强场中态 IIV 〉正好成为态丨3〉= |_+>。你们看到 
构成定态的基础态的线性组合的系数与 B 有关。 我们称为丨 ID >的态在极弱磁场的情况下 
是1 + — >和1_+>的 50-50 的混合态，但是在强场中就完全转移到丨+ _〉。同样，态|1\0在 
弱场中也是1+ —〉 和 I 一+ >(具有相反的符号）的 50-50 的混合态，但当自旋在强的外场中 
解耦合后态 IIV 》就趋向态 I 一+ >。 

我们还特别提请你们注意在槔弱磁场下所发生的情况。有一个能级——在一 3 A 
处一在加上弱磁场时并不发生 iirii 二个能级—在 + A 处一在加上弱磁场时分 
裂成3个不同的能级。对于弱场，能量随 B 的变 
化如图 12-5 所示。假定我们用某种方法选出一束 
氢原子，它们全都具有一 3 A 的能量。如果我们用它 
们做施特恩-格拉赫实验一所用的场不太强—— 

我们将发现它们沿直线通过实验装罝 3 (因为它们 
的能 M 与 B 无关，根据虚功原理——它们在磁场 
梯度中不受力的作用。〉另外,假定我们选取具有能 
W + A 的原子束，并使它们通过施特恩-格拉赫装 
¥?—譬如说 S 装 H 。 （同样装置中的磁场也不 
应太强，不影响原子的内部。也就是说磁场应足够 
小，使能《随 B 线性变 化。） 我们将会发现出来的 
原子分成?态丨 I >和丨 D 〉受到相反的作用 
力一它们的 能置随 B 以 斜率土 #作线性变化，所 
以该力就与作用于磁矩为=平#的磁偶极子的 
力一样。但是态 I DI > 沿直线通过。所以我们正好 
回到了第5章。一个能羃为 + A 的氧原子是一个自旋1粒子。这个能量状态厲于一个 ）= 
1的“粒子”，它可以用第5章中用的3个基础态丨 + S 〉，|0 S >, I — S > 来描写一对于空间 
的一组轴。另一个方面，当氢原子具有能量一 3 A 时，它是一个自旋零的粒子。（记住，上面 
所说的情况仅对无限小的磁场才严格成 立。) 所以我们可以把零磁场下氢原子的态以下列方 
法 归类： 

I I) =1++> 

ini>= !+->+!-+) 

V2 

I n> =i ——> 


l + s > 

.自旋 1. |0 S > (12.41) 

l - s > 




自旋 0. 


(12.42) 


我们在第 2 卷第35章中曾说过，任何一个粒子沿任何轴的角动量分量只可能具有相差 
为 A 的某些值。角动量的 z 分量八可以是 ( j - m ， u -2) h , (一这里 y 为粒 
子的自旋(可取整数或半整数）。虽然我们在这里不这么说，但人们通常写成 


(12.43) 
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式中 讲代表 — 2,…，一）等数中的一个。所以，你们会看到.人们在书中用所谓 
M 子数 ■/和常称为“总角动量量子数” ，切 常称为“磁量子数”]来标记氢原子的 4 个基 
是他们把状态表示成 I ).讲>。而不是写成我们的态符号 1 1 >,丨 n >等等。所以他们 
把磁场为零时式 (12. 41) 和 （12. 42) 表示的态写用表 12-3 中所示的符号标记。这并不是什 
么新的物理，它只是记号的问题。 


表 12-3 在零场时氬原子的态 


态 I). w»> 

J 

m 

我们的记号 

11. +1> 

1 

+ 1 

1 i>-i+s> 

11. 0> 

1 

0 

I m > - 1 os > 

11. -1) 

1 

-1 

ID>-I-S> 

10. 0> 

0 

0 

I1V> 


§12-6 自旋1粒子的投影矩阵’ 


我们现在要用我们的氢原子的知识去解决一些特殊问题。在第5章中我们曾讨论过一个 
自旋1粒子对于一特定取向的施特恩-格拉 赫装界 ——臂如说一个 S 装 S —处于基础态 
(+ ,0或一）之一，则该粒子对于不同空间取向的 T 装 H 具有一定的振幅处于其3个态的各个 
态中。这样的振幅 GTIiS 〉 有9个,它们组成投影矩阵。在 §5-7 中我们未加证明地给出了 T 相 
对 S 具有不同取向时投影矩阵中的各项。现在我们将告诉你们一种能够推导出这些项的方法。 

在氢原子中我们 W 经有一个由两个自旋1/2粒子组成的自旋1的系统。我们在第6章 
中就已经解决了如何变换白旋1/2的振幅。我们可以利用这种知识去计算自旋1的变换。 

方法是这样 的：我 们有一个系统-个能 W 为 + A 的氢原子——其自旋为1。假定我们 

让它通过--施特恩-格拉赫过滤器 S , 因此我 们知道 它处于 S 的基础态中的一个，埤如说 
I + S 〉。 而它对 T 装咒中 的某一基础态，馎如 I +了>态的振幅将是什么呢？如果我们把 S 装 
H 的坐标系称为 I , ： y . * 系统 ， I + S > 态就是我们曾称之为丨+ + >的态。但是，假定另一个 
人把他的 z 轴取在了的轴上。他以我们称为 x ', y , 的参考系来表示他的态。他的电子 
和质子的"朝上”和“朝下"的态将与我们的不同。他的“正-正”态一我们写成丨+' + '>,相 
对于带撇参考系——是自旋〗粒子的 丨 + r 〉 态。我们想要的是 < + T |+ S >, 这只是振幅 
〈+'+'| + + >的另一种 写法。 

我们可用下述方法求振幅 W +' l + + >。 在我们的参考系中，处在1+ + >态的电子具有 
“朝上”的自旋。这意味着在他的参考系中具有••朝上”的振幅〈+'丨+>,,以及"朝下"的振幅 
<- ， l +>. o 同样，处在1 + + >态的质子在我们的参考系中自旋"朝上”，而在带撇的参考系中, 
具有自旋“朝上”和“朝下”的振幅分别为 <+'l + > P 和〈一 ' l +> P 。 既然我们现在谈论的是两个 
不同的粒子,因此这两个粒子在他的参考系中一同“朝上”的振幅为上述两个振幅的乘积，即 

<+' + ' |++> = <+ ， |+>， • <+， l +> P . (12. 44) 

为明确起见，我们在振幅〈+'1+>后面加上下标 e 和 P 。 但是它们都只是自旋1/2粒子的变 


• 凡是没有读过第6章的人也应略过本节。 
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换振幅，所以实际上它们是完全相同的数。事实上，它们就是第 6 章里称为 < + T|+S> 的振 
幅，也就是该章末尾表中所列的。 

但是，现在我们在记号方面即将遇到麻烦了。我们必须能把对 自旋1/2粒子 的振幅 
〈 + T|+S> 和对自旋1粒子的、我们也称为 〈 + T|+S> 的振幅区分开振幅是 
完全不同的！我它不至于过分混淆，但是军少在导前，对自旋丨/2振幅，我们不得不 
用一种不同的符号。为简捷起见，我们将新的记号槪括于表 12-4 中。对自旋1粒子的态， 
我们将继续使用记号 l+S>, |0S> 和丨 一 s >。 


表 12-4 自旋1/2粒子 的振暢 


本$ 

第6章 

a = <+’ |+> 

<+T|+S> 

<」1+> 

<- T |+ S > 

r-<+'!-> 

<+ T |- S > 


<-T|-S> 


用我们现在的新记号，式 （12. 44) 就变成 


<+ / + ， 1 ++> = 


而这正好就是自旋1的振幅 〈 + T |+ S >。 现在让我们假定，另一个人的坐标系一 即了或 
带“撇”的装 P ! —相对于我们的 2 轴旋转了角度 t 那么从表 6-2 得： 

a =〈+，|+> = e ^. 

所以由式 （12. 44), 我们得到自旋1粒子的振幅为 

<+ T |+ S > =〈+'十 ， |++> = = e ^. (12.45) 

你们可以看出它是怎样得出的。 

现在我们将求出对所有态 的普遍 情况。如果质子和电子在 我们的 参考系 —— S 
系一中两者都“朝上”，则在另一个人的参考系—— T 系——中，它处于4个可能态中任 
一个态的振 幅为： 

<+ ， + ， |++> = <+ , | +〉.<+' |+> p = a *, 

〈+’一’ 1 ++> = <+' 1+>.<~ 7 1+>» = ab , 

<-， + ，| ++> = <-，| +> .〈 + *| + 〉，= 6a , ^ - ； 

1 ++〉= <-， !+>.<- ， 1 +>, = b\ 

于是我们可以把态 I + + >写成如下的线性 组合： 

|++> = a : |+ , + , >+ a 6 H+ ， - ， >+|- ， + ， >l +1> ! 卜 ， — （12.47) 

我们注意到：丨 +'> 是态丨+ 丁> , I 丨 +' +丨一'+ 3|就是以态 IOT ) —参看式 

(12.41) —而 I —' — '>= 丨 一 T 〉。 换句话说，式 （12. 47) 可以改写成 

l + S > = a 1 |+ T ) -\--Jlab | 0 T > + b z |- T >. (12.48) 

用类似的方法你们可以很容易地 证明： 
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|- S > = c * \+ T )+^2 aJ I OT )+ d 2 \- T ). 
对于 |0 S >, 要稍为复杂些，因为 


|0 S > = 




(12.49) 


但是,我们可以用带"撇”的态表示态 1 + —〉 和 I _ + >, 然后取 其和。 这就是 

I +—) = ac \+' +')-\-ad |+’一 ’〉+ 6 c \— > + ') + bd |一'一 ’〉 （12. 50) 


及 

I — +> = ac \+'-')+ad \- , + ')+bd r - ， - ， >. (12.51) 

以1/及乘以这两者之和，得 


|0 S > = 




由 之得： 

I OS ) =-/2 ac |+ T > + ( ad +6 c ) | OT ) +^ibd |- T >. (12.52) 

现在我们已经得到了所要的全部振幅。式 （12. 48), (12.49) 及 （12. 52) 中的系数就是 
矩阵元 <) T |«_ S >。 让我们把它们都放在 一起： 

iS 


}T I f a * -JZac 


{jT I £ S > = \- j 2 ab ad +bc -Jlcd 


b l y /2 bd d 1 


(12.53) 


我们已经用自旋 1/2 的振幅 a , 6, r 和 d 表示了自旋1的振幅变换。 

例如，如果 T 参考系相对于 S 系绕; y 轴旋转 0 角——如图 5-6 所示——表 12-4 中的 
各个振幅正好就是表 6-2 中 K ，( a ) 的矩阵元。 


a = 


COS y f b =— siny. 


c = sinf,d = 0 O sf . (12.54) 

把这些代入式 （12. 53), 我们就得到 (5. 38) 的公式，我们在那里未加证明给出了该式。 

态 IIV 〉又是怎样呢？！它是一个自旋零的系统，所以只有一个态一它在所有坐标系中 
部是相同的。我们可以通过取式 (12. 50) 和 （12. 51) 的差来核对每一个结果，我们 得到： 

|4~>-|-+> = ( a d -6 c )||+ , - , >-|- , + , ) l . 

但是， — 是自旋1/2矩阵的行列式，所以它等于1。对于两个具有任意相对取向的坐 
标系来说，我们得到 


ir 〉 = iiv 〉. 



第 13 章在晶格中的传播 

§13-1 电子在一维晶格中的状态 

乍看起来,你可能以为低能电子很难穿过固态晶体。晶体中的原子挤在一起，中心相距 
只有几个 A (1 A = 10-° m ), 而且原子对电子散射的有效直径大致也是1 A 左右。这就是 
说，比起它们之间的间距来，原子是很大的。因此你可以估计出两次碰撞之间的平均自由程 
是几个人的数鼉级——实际上这是微不足道的，你可能会料到电子几乎动一动就撞在这个 
或那个原子上。然而，自然界中普遍存在着的现象却是 ：假如 晶格是完美的，电子能轻而易 
举顺畅地通过晶体——几乎和在真空中的情形一样。正是这个奇妙的事实使得金 M 导电如 
此容易，也使得许多实用器件的开发成为可能。例如，它使晶体管模拟无线电电子符成为可 
能。在无线电电子管中电子自由地穿过真空，而在晶体管中电子自由地穿过晶格。晶体管行 
为的内部机理将在这 一章中叙述; 而这些原理在各种实用器件中的应用则放到下一章去讲解。 

电子在晶体中的传导只是一种非常 t 遍的现象的一个例子。不仅电子可以穿过晶体， 
其他的“东西”像原子的激发也能够以同样的方式运动。所以我们要讨论的现象以多种形式 
出现在固态物理学的研究中。 

你们还记得我们曾经讨论过双态系统的许多例子。现在让我们想象一个电子可以处在 
两个位 S 中的任一位 Ff 上，在每个位 H 上它都是处在相同的环 塊中。 我们还假定电子具有 
一定的振幅从一个位 H 跑到另一个位 H , 当然，它也具有同样的振幅跑回来，就像我们在 
§10-1 中对氢分子离子的讨论那样。揪子力学定律给出下面的结果，对电子来说有两个可 
能的具有确定能量的状态。每一个状态可以用电子在这两个基础位置的振幅来描写。对于 
每一个能量确定的状态，振幅的大小都不随时间变化，而两者的相位以同一频率随时间变 
化。另一方面，如果开始时电子在一个位 H , 以后它会跑到另一个位罝，再过一会它又会回 
到第一个位置。其振幅和两个耦合摆的运动相似。 

现在来考虑完美晶体，我们想象其中一个电子处于某一特定原子的某种“陷阱”中，并具 
有某个特定的能量。还假定电子具有一定振幅运动到邻近另一个原子陷阱中。这有点像双 
态系统——但是更复杂些。当电子到达邻近的原子后，还可以继续运动到下一个新的位置， 
也可以回到原来的位1。现在的情形并不是类似两个耦合的摆，而是类似于无限个耦合在 
一起的单摆。这有点像你们在第一学年物理课上看到过的那种用来演示波的传播的机 
械——在扭转金属线上装有一长串杆棒。 

假如你有一个谐振子，它被耦合到另一个谐振子上，而后者再耦合到下一个谐振子上， 
等等……，假如你在某一个位置上扰动一下，这个扰动会像波一样沿线传播。假如你把一个 
电子放在一长串原子中的一个原子上也会出现同样的情况。 

通常，分析这种力学问题最简单的方法不是去考虑在某个地点发出一个脉冲后会发生 
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什么，而是去考虑稳态波的解。存在着某种位移的图样,它作为单一的不变频率的波在晶体 
中传播。基于同一理由，对电子也发生同样的情况——因为在量子力学中两者用相似的方 
程式描述。 

然而，你必须懂一件 事：电 子在一个地点的振幅是振幅而不是概率。如果电子像水流过 
小孔那样只是简单地从一处渗漏到另一处，它的行为全不同。蓍如说，假如有两个水 
梢,我们用管子将其连通，使水能够从一个水榷流到另一个水檇中去，那么两个水槽中的水 
平面将会按指数规律相互趋近。但是对于电子，所发生的是振幅的流动而不是单纯的概率 
流动。这是虚数项——量子力学微分方程中的 i —的特点，它使指数解变成振荡解。于是 
所发生的过程就完全不同于两个连通的水槽之间的渗漏。 

现在我们来定量地分析这最子力学情况。设 
想由一长串原子组成的一维体系如图 13- l ( a ) 所 
示。（当然，晶体是三维的，但它们的物理原理完全 
相同，你一旦理解了一维的情形，就能理解三维中 
所发生的过程。）下一步，我们来看一下如果把一个 
电子放到这一串原子上将会发生什么情况。当然， 
在真实的晶体中原来就已经有亿万个电子了。但 
是它们中的大多数(对于绝缘的晶体则几乎是所有 

的）都以某种方式围绕笤它自己的原子运动- 

切都十分稳定。然而,我们现在要考虑的是放进一 
个额外的电子后会发生些什么。我们不考虑其他 
的电子正在做什么，因为我们假定改变它们的运动 
状态宙要很高的激发能班。加上一个电子就好像 
制造出一个受到微弱束缚的负离子。在观察这一个瘅外的电子行为的时候,我们审实上取 
一个近似，即忽略原子内部的结构。 

当然电子可以运动到另一个原子上，从而使负离子转移到另一个地点。就像电子可以 
在两个质子之间跳跃一样。我们假设电子具有从一个原子跳跃到在它任何一边的相邻原子 
上的一定的振幅。 

我们现在怎样描写这样的体系呢？合理的基础态是什么？假如你还记得当我们只有两 
个可能的位 H 时我们曾经是怎样做的，你就能猜出我们将会怎么办。假设这一原子串中各 
个的间距都相等，我们把原子依次编号如图 13-1 U ) 所示。一个基础态是电子在第6号原 
子上，另一基础态是电子在第7号原子上或在第8号原子上，依此类推。我们可以说电子位 
于第 n 个原子处就表示第 n 基础态。让我们称它为基础态1«>。图 13-1 表示 

I »-1>, I n >, 以及丨 n + l > • 

这3个基础态指的是什么。我们可以用这些基础态来描述我们的一维晶体中电子的任何状 
态10,只要给出在每一基础态的振幅 〈 n |# —即电子位于某一特定原子的振幅。于是 
我们可以将状态写成所有基础态的 叠加： 


(a) O O 


( b ) 


(c) 


ri 子 
n-2 n-\ n /i*l 

o _ o o 


o o 

”♦3 … 


(d) 


0 0.00 
-维晶体中电子的基础态 


I 彡〉= 2丨”〉〈”丨 彡〉. 


(13.1) 
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下面我们假设电子位于某一原子时具有一定的振幅渗漏到任何一边的原子中。我们将 
取最简单的情况，电子只能渗漏到紧邻的原子中一要到达次邻近的原子，它必须走两步。 

我们令电子从一个原子跳跃到下一个原子的振幅为 M A (每单位时间）。 

我们目前把电子位于第》个原子的振幅 〈 nIO 写成 C «。 于是式 （13. 1) 就要 写成： 

I ^) = S I "> C - 03.2) 

假如我们已经在给定时刻的各个振幅 C « 取它们的绝对值的平方，就能得到在该时刻观察第 
n 个原子时发现电子的概率。 

在以后的某个时刻情况将会怎样呢？与我们已经研究过的双态系统相类似，我们认为 
这种系统的哈密顿方程组应当由下面这样的方程式 组成： 

ih dC ^ (< ^- = E 0 C .( O - AC . 1 I ( t )- AC .- 1 (»). (13.3) 

右边的第一个系数 E 。 的物理意义是电子如果不能离开一个原子所具有的能量。（我 
们把什么叫作 G 是无所谓的，正像我们已经见到过多次，它只不过表示我们对零点能的选 
择。）第二项表示电子在单位时间从第 U + 1) 个陷阱漏到第 n 个陷阱的振幅，敁后一项是从 
(n — l > 个陷阱漏入的振幅。像往常那样，我们假设 A 是常数(不依赖于0。 

为了完全描写任意状态1纟>的行为，对每一个振幅 C . 都要有像式 （13. 3) 那样的一个方 
程。因为我们要考虑具有大置原子的晶体，我们假设有无限多数目的状态一原子在两个 
方向上都延伸到无限。（对于有限的情况，我们必须特别注意在端点所发生的过 程。〉 如果基 
础态的数目 N 是无限大,那么全部哈密顿方程的数目也是无限大！我们只写下典型的 例子： 


ih ^r = EoC '~' ~ AC -»- AC - 

i 方手= £ 0 C . - AC ”, , (13.4) 

ih ^r = E oC .^- AC .~ AC . +I , 


§13-2 确定能置的状态 

我们可以研究许多有关晶格中电子的问题，但我们首先来试试求解有确定的能 置的状 
态。正像我们在早先几章中所看到的，这意味着我们必须找到一种情况，如果振幅要随时间 
改变的话全都要以同样的频率改变。我们预料解的形 式为： 

C . = , (13.5) 

复数 h 是发现电子在第》个原子的振幅不随时间改变的部分。假如我们把这个试解代入 
方程式 （13. 4) 中去试一下，所得结果为 


Ea n = E 0 a ■ — Aa m ^ x — Aa 9 


(13.6) 
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对于无限个未知数〜我们有无限个这样的方程式一吓坏人的。 

所有我们必须做的是取行列式……可是且慢！当有2, 3或4个方程的时候采用行列 
式是个好方法。但如果有大量——或无限多一的方程式，行列式就不很方便了。我们最 
好试试看直接解这些方程式。首先让我们按照其位置来标记这些原子，我们说原子 n 在 x . 
处，原子 n +1 在心,处。假如原子的间距等于6—如图 13-1 中那样一我们就有: c , +1 = 
x .+ b a 把原点选在第零号原子上,我们有 = n 6。 我们可以把式 （13. 5) 重新 写成： 

C . = a ( x .) e - D/, . (13.7) 

方程式 (13. 6) 就变成 

Ea ( x .) = E 0 a ( x .) — Aa ( x . + , ) — Aa ( i.-i ). (13. 8) 

或者，利用 A +l =&+ A 这个事实，我们也可写下 

Ea ( x .) = E „ a ( x .) — Aa ( x . +6) — Aa ( x . — b ). (13. 9) 

这个方程与微分方程有点 类似。 它告诉我们一个慑 fl ( x ) 在某一点 ) 的数值和某些相邻点 
< x „±6) 处的同一物理置的关系。（微分方程把一个函数在某一点上的数值和无限靠近的点上 
的数值联系了起来。)或许我们经常用来解微分方程的方法在这里也有效，让我们来试试看。 
常系数线性微分方程总能以指数函数作为解。这里我们可以试试同样的解法，我们取试解 

a ( x .) = e ^-. (13.10) 

于是方程式 （13. 9) 变成 

Ee 1 **- = Eoe 1 **- - Ae l * , *- + * 1 - Ae -1 *.-*'. (13. 11) 

我们现在可以消去公因子，得到 

E = E 0 - Ae ^ - Ac **. (13.12) 

敁后两项正好等于 (2 Aco S ,所以 

E = E 0 — 2 Acos kb . (13. 13) 

我们发现任 t 选择一个常数々都可以得到一个解.其能 w 由上式决定。有许多依赖于々的 
可能的能 S , 并且每一个 A 对应于一个不同的解。一共有无穷数目的解一这不足为奇，因 
为我们开始时就有无穷数目的基础态。 

我们来看一看这些解意味着什么。对于每一个 a 由式 （13. 10) 给出。于是振幅 
C . 为 

C . = e **_ e ， B ， (13. 14) 

这里你们应当记住按照式 （13. 13〉能量£:也依赖于*。振幅与耷间有关的部分是当 
我们从一个原子走到下一个原子时振幅随之振荡。 

我们说在空间中，振幅就像算1!(振荡—在每一个原子处，振幅的大小都相同，但是在 
某一给定的时刻的相位则是一个原子比下一个原子超前一个量 （ i «>)。 们在图 13-2 中 
所画的那样，用竖线来表示每一个原子处振幅的实部，这样我们就可以形象地描绘发生的过 
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程。显然，这些竖线的包络线（如虚线所示）是余弦曲线。 C . 的虚部也是振荡函数，但相位 
移动了 90°,所以绝对值的平方(就是实数部分和虚数部分的平方和)对所有的 C 都相等。 



这样，如果我们选定一个 t 我们就得到一个具有特定能量 E 的定态。而对于任一个这 
样的状态，电子在每一个原子处都同样可能被发现一对于任何一个原子都不偏爱。对于 
不同的原子只有相位的不同。随着时间的流逝相位也在改变。由式 (13. 14), 实数部分和虚 
数部分以波的形式沿着晶体传播一即表达式 

e .[b.-<E/.).] (13. 15) 


的实数和虚数部分。此波可向正 I 或负 i 传播，取决于我们所选择的6的符号。 

要注意，我们一直把试解式 （13. 10>中的数字 A 假设为一个实数。现在我们可以看出， 
为什么对于无限长的一串原子必须如此。假定々是虚数，臂如说 i〆 。 那么振幅 C , 就成为 
■，这意味笤当我们向正 工方向 一或者负 x 方向.如果为负数——前进时振幅会变得 
越来越大。假如我们处理的是一串有终点的原子链，这样的解倒是很好，但对于无限的原子 
链，它就不是有物理意义的解了。它会给出无限大的振幅一因此就是无限大的概率一 
它不可能是实际情况的描述，以后我们将会#到虚数 * 真的是有意义的例子。 

式（13.13〉所给出的能 ft E 和波数《之间的关 
系画在图 13-3 上。从图上可以看出，能 M 可从 
k =0处的 （ E 0 — 2 A ) 变化到 * =土;:/6处的(£：。+ 

2 A )。 这个图是对正的/\画的，如果 A 是负数，曲线 
只要颠倒过来，但范围仍相同。意味深长的结果是， 

在一定范围或能“带”内的任何能量都是可能的，但 
是不可能具有其他能鼠。按照我们的假设，如果电 
子在晶体内处于定态，除了这个带内的数值外不可 
能具有其他的能 置值。 

按照式 （13. 13) ,最小的 A 对应于低能态一 
£〜(£。一 2 A )。 当 t 的数值（向正值或负值 方向） 增 
加，能量先是增加,然后在 A =±«必处达到最大值，如图 13-3 所示。当 * 大于 n / fc 时，能量开 
始减小。但我们并不真正需要考虑 * 的这些数值，因为它们并不给出新的状态——它们只 
是重复我们在较小的々值已经得出的那些状态。用下面的方法我们可以看出这一点。考虑 
* = 0的最低能里状态。系数 Wa ) 对所有的 o ：. 都是相同的。现在对々 = 2^/%我们将得到同 
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样的能量。由方程式 （13. 10) 我们有 

a(x.) = 

然而，取为原点，我们令= n 6, 于是变成 

a ( x .) = e 12 ™ = 1. 

用这些 a (: r .) 描写的状态在物理上和 k = 0 状态完全相同。它并不代表不同的解。 

作为另一个例子，假定4为 a (: r .> 的实部如图 13-4 中曲线1所表示的那样变 
化。如果 A 增大为7倍 U = 7 K /46 >, a (: r .) 的实部就像图中曲线2那样变化。（当然，整个 
余弦曲线并无任何意义，有意义的是它们在 _ r . g 的数值。曲线只是帮助你了解事情是怎样 
的。）你看到了 6的两个值在所有的 x . 处都给^样的振幅。 



围 13-4 描写同 一物理悄况的 * 的两个数值.曲线1是+=_*/46.曲线 

结论是，我们只要取某个有限范围内的 ▲ 就得到问题的所有可能的解。我们取到 
+«/6这一范围——图 13-3 所示的范围。在这个范围内定态能 tt 随*的大小的增加而增加。 

你们会注意到一个附带的问题。假如电子不是只能以振幅 LVA 跳到* i 賴近的原子，并 
且还可能以另外某个振幅接跳到 下一个近邻 原子。你们会发现也可以把解写成 
a , = e -**. 的形式一这种形式的解是普适的。你们还会发现具有波数 * 的定态具有能 M 
( E 。一 2 A COS 々6 — 2 B CO s 2 M >。 这表明£对务的曲线的形状不是普遍的，而取决于问题的具 
体假设。它并不一定是余弦曲线一甚至不一定对某一水平线对称。然而，曲线在一 
到 k /6 的区间外一定重 M 它在这一区间内的形状,所以你不必为其他的 A 值操心。 

让我们更为仔细地考察一下 * 值很小的情形一即当振幅从一个; c . 到下一个的变化 
十分缓慢的情形。假定我们通过定义 E „=2 A 来选择能置的零点，那么图 13-3 中曲线的鼓 
小值就在能量为零处。对于足够小的我们可以把 cos 从写成 

cos kb ^ l - 

式 U 3. 13) 的能置就变成 

E = Ak l b l . (13.16) 

我们得到状态的能量正比于波数的平方，这波数描写振幅 C . 的空间变化。 

§13-3 与时间有关的状态 


在这一节中我们想较为详细地讨论一下一维晶格中的状态的行为。假如一个电子在 
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■ r ， 处的振幅是 C ., 找到它在那儿的概率是 | C . I 2 。对于式 （13. 14) 描写的定态，这个概率对 
所有的: r « 都相同并且不随时间变化。我们怎样来表示一个具有确定能子处在某一 
定的区域这样的状态呢？这个电子在某个地方比在另外的地方更容易被找到。我们可以用 
好几个像式 （13. 14) 那样但 A 值略微不同一因而能量略微不同——的解的叠加来表示。 
那么由于各项之间的千涉至 少在/ = 0时振幅 C . 将随位 H 而变。就像不同波长的波叠加时 
产生拍（我们在第1卷第48章已讨论过这一情 形）。 所以我们可以用中心占优势的以及 
ko 附近的其他波数构成一个“波包” • ^ 

在我们的定态 ft 加中，不同 A 的振幅代表能鼠稍微不同的状态，也就是频率稍有不同的 
状态.因此总的 C . 的干涉图样将随时间而变一就会出现“拍”的图样。我们在第1卷第 
48 t 中已经看到，拍的峰 [ ICU .) | 1 大的地方]将随时间沿着: r 运动，它们以我们称之为 
“群速度”的速率运动。我们发现^个群速度与*随频率变化的关 系为： 

叫 (13.17) 


这一关系在此同样有效。成为一“团”的电子态一即 C . 在空间的变化像图 13-5 中的波包 
那样一沿着我们的一维“晶体”以等于 

dtu / dA 的速率 v 运动，其中 to = E / A 。 对能 ReC(x v 


ME 应用式 （13. 16), 我们得到（略 it ； •的 
下标写成 W 


换句话说，电子以正比于中心 々值的 速率运 
动。式 （13. 16〉表明这种电子的能械正比于 
它的速度的平方一它表现偉 个经弗 粒子。 
只要我们在足够大的尺度上进行考察而不 
去计较柄细结构，我们的置子力学图像就开 



0 B 13-5 对于能》相近的几个状态的 
兽加的 C ( a > 的实部作为 I 的函数 
(在 ffi 中 _ r 的标度上间隔 A 非常 小。） 


始给出经典物理那样的结果。亊实上，假如我们由方程式 （13. 18) 解出4并把它代入式 
(13. 16), 我们可将能 ME 写成： 



(13. 19) 


其中是一个常数。就像经典粒子那样波包中电子的额外“运动能量”取决于速度。常 
数—称作“有效质——由 

给出。并且注意，我们可以写出 

m 有效 I ； = hk. 

如果我们把〃叫做“动量”，它和波数々的关系就和我们以前讲过的自由粒子的情况一样。 


(13. 20) 

(13.21) 


* 倘若我们不想使波包太窄。 
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不要忘和电子的实际质量并没有什么关系，它们可以很不相同——虽然在实际 
晶体中，它们往往同数量级，有效质量大约是自由空间电子质量的2到20倍。 

我们现在已经说明了一个奇怪而不可思议的事件一晶体中的电子（例如放进锗里的 
一个额外 电子） 怎么能一直穿过晶格运动,即使它与所有的原子碰撞也能完全自由地流动。 
它是这 样的： 电子的振幅噼叭-噼叭-噼叭地从一个原子跳到下一个原子,奋力挤过晶体。这 
就是固体能导电的缘故。 


§13-4 三维晶格中的电子 


让我们花一点时间来考察一下怎样能把同样的概念应用到三维晶格中电子的运动上。 
我们发现其结果与一维情况十分类似。假设我们有一原子的长方格，在3个方向上的格点 
间隔分别为 a , 6, c 。 （如果你要一个立方格就取3个间隔相等。)假设在 I 方向跳到相邻原 
子上的振幅是在: y 方向跳跃是在 z 方向跳跃是 （ L 4.//0, 现在我们应该如 
何描写基础态呢？就像一维情况那样，一个基础态代表电子在位于: c , ; y , : r 处的原子上，这 
里 U , ： y , z ) 是晶格的一个格点。把原点选在一个原子上，所有这些点都位于 
x = n , a , y = 以及 z = n . c . 

其中 n ,, r ,,, 是任意 3 个整数。现在我们用 U 和 z 而不用下标来表示这种点，把它们 
理解为只取晶格上的数值。于是，基础态由符号 I 电子在 _ r , >>, d 来表示，在某一状态10的 
电子处在此基础态中的振幅 CU , ; y , d = 〈电子在 A ; y , z \4 ，)o 

像以前一样，振幅 C (: r , ; y , =0可以随时间改变。按照我们的假设，哈密顿方程 应为： 

\h = E 0 C ( x , y , z ) — A x C(x + a , y , z )~ A , C(x — a , y , z ) 

— A , C ( x , y + b , z ) — A , C ( jt , y — b , z ) 

— A , C ( x , y , z + c ) — A . C ( x , y , z — c ). (13.22) 


它舂起来相当长,但你能 理解其 中各项是怎样来的。 

我们可以再来试求这样的定态，其中所有的 C 都以同样方式随时间变化。其解仍是指 
数式： 

C ( x , y , z ) = e m e WV ». (13.23) 

如果把这个式子代入式 （13. 22), 你就会看出它是合适的解，如果能量£以下面的方式和 
k ,， <和 I 相联系就可 以了： 

E = E 0 — 2 A x cos k x a — 2 A y cos kjb — 2 A,cos k t c . (13. 24) 

现在能量依赖于 3 个波数々，，怂。顺便提一下，它是三维矢 M A 的分置。事实上，我们 
可以用矢置 E 法来表示式 （13. 23)： 

CU , ： y , z ) = (13.25) 

振幅的变化就像在 * 的方向上运动的三维复平面波，具有波数々=+ 

与这些定态相联系的能量按式 （13. 复杂方式依赖于 * 的3个分量。£随 it 
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变化的性质依赖于 A , 和的相对的符号和大小。如果这3个数都是正的，并且我们 
只对小的 * 值感兴趣，它们的关系就比较简单。 

像以前得出式（13.16〉时所做的那样，我们把余弦展开，就能得到 

E = E m + A ^ k \-> rAJ > l k \+ A ^ k \. (13.26) 

对于格点间隔为 a 的简单立方格，我们认为和 A , 都相等——酱如说正好都是 
/ V ——我们就有 

E = E ^+ Aa ^ kl + kl + kl ) 

或 

E = E m + Aa l k l , (13. 27) 

这恰巧和式 （13. 16) 相同。按照这里所采用的论据,我们断 定:三 维的电子波包（由近乎相等 
的许多能置的状态叠加 而成） 也像具有某一有效质量的经典粒子一样运动。 

在对称性较立方形为低的晶体中 （或 者即使在立方晶体中但每个原子上的电子状态不 
对称 )3 个系数 A , 和 A , 是不同的。那末，电子的局限在一个小范围内的 ••有 效质 M ” 使 
赖于它的运动方向 。例如, 它在工 方向运动和在 y 方向运动就可能有不同的惯性。（这^ 
情形的细节常用所谓“有效质世张 Irt ” 来描写。） 


§13-5 晶格中的其他状态 


按照式 (13. 24), 我们所讨论的电子状态只能具有某一能“带"中的能 ft , 其能 M 范围从 
JR 小能量 


E 。 — 2( A , + A ,+ A .) 


到最大能* 


E 0 + 2{ A , + A ,+ A ,>. 


其他能 M 也是可能的，但它们厲于另一级电子状态。对于我们已经描述过的状态，我们设想 
的基础态是电子位于在某种特定状态，例如《低能量状态的晶体中的一个原子上。 

假定在虚空空间中有一个原子，加上一个电子就构成一个离子，这个离子可以按多种方 
式形成。电子的加入可以构成最低能量的状态，也可以构成离子的其他各种可能“激发态"， 
每一个激发态的能最都高于最低能量。同样的情形在晶体中也会发生。让我们假定上面选 
定的能量 E 。 相当于离子处于最低的可能能*的基础态的能量。我们也可以设想一组新的 
基础态，其中电子以一种不同的方式位于第 n 个原子附近一即离子的一个激发态一所 
以现在能量较前高得多。像以前一样，电子有某一振幅 A (与前面的 不同〉 从一个原子的 
激发态跳到相邻原子的同一激发态。整个分析过程和以前一样，我们找到中心能设较高的 
可能的能带。一般地说，可以有许多这样的能带，每一能带相当于一个不同的激发能级。 

也有另外一些可能性。电子也可能具有一些振幅从一个原子的激发态跳到相邻原子的 
非激发态。（这称为能带间的相互作用。）当你计入越来越多的能带，加进越来越多的可能的 
状态之间的漏泄系数，其数学理论就变得越来越复杂。然而，这里并没有提出新的概念，方 
程式的建立仍和我们在简单的例子中所做的一样。 
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我们还应当指出，关于出现在上述理论中的各个系数，诸如振幅 A 等，没有更多的可说 
了。一般说来，这些系数是很难计算的，所以在实际情况中理论上关于这些参数所知极少， 
对于任何特定的实际情况，我们只能通过实验测定数值。 

还有另一些情况，其中的物理和数学与我们对晶体中运动的电子所得出的几乎完全一 
样，但其中运动的“客体”却完全不同。例如,假定我们开始时讨论的晶体一或者更确切地 
说线型晶格一是排成一直线的中性原子，每一个原子都有一个束缚得很松的外层电子。 
设想我们去掉一个电子.哪一个原子失去了它的电子呢？用 C . 表示从位于;的原子上& 
圭电子的振幅。一般说来，相邻原子——臂如说第（》—1)个原子一上的电子具有振 i 
iA / A 跳到第 n 个原子上而留下一个失去电子的第— 1) 个原子。这等于说“失去的电子" 
具有振幅 A 从第 n 个原子跳到第 U —1>个原子。你们可以看到方程式将会完全相同—— 
当然, A 的数值不必要和我们前面的相同。我们又会得到能级的、有关式 （13. 18) 表示的群 
速度通过晶体运动的概率“波”，以及关于有效质置等等同样的公式。只不过现在的波描写 
失去的电子 —就是所谓的“空穴”——的行为。所以“空穴”就像具有确定质《 的粒 

你们可以看出这种粒子表现出带有正电荷。关于这种空穴，在下一章我们还 
将进一步讨论。 

作为另一个例子.我们考虑在排成一线的相同中性原子，其中有一个原子已经处在激发 
态一就是说它具有比正常的基态更高的能置。令£：«是第 n 个原子激发的振幅。它能和 
邻近的原子作用，把过多的能《移交给邻近的原子而回到基态。把这种过程的振幅叫做 
iA / A 。 你可以看出有关的数学和以前的完全相同。现在运动的客体被称为它的行 
为就像一个中性“粒子”，带若激发能《穿过晶体运动。这类运动可以发生在某些生物学的 
过程中.像视觉或光合作用。我们猜想在视网膜中吸收了一个光子产生一个“激子”，它穿过 
某种周期性构造（如我们在第1卷第36章中描写的视杆细胞中的层状结构图 36-5) 运动， 
并且被积聚到某个特殊位 K , 能《在此地被用来引起化学反应。 

§13-6 在不完整的晶格上的散射 

我们现来考虑在不完美的晶体中的单个 电子。 我们以前的分析表明，完美晶体具有极 
好的传导性一电子可以无摩擦地滑过晶体，就像在真空中一样。能使不停地运动着的电 
子停下来的最重要因素是晶体中的不完整性或不规则性。作为一个例子，如果晶体中某一 
个地方少掉一个原子，或者如果某一个人在某个原子的位置上摆错了一个原子，从而比之于 
其他的原子位置来这里的情况就不同了。臂如说能 ME 。 或振幅 A 就会不同。那么我们怎 
样来描写所发生的事呢？ 

为明确起见，我们回到一维的情况,并且假设第“零”号原子是一个“杂质”原子。它具有 
和其他原子不同的 E 。 值，我们令这个能量是 ( E 0 + F ) o 会发生些什么呢？当电子到达“零” 
号原子处时，电子有向后散射的概率。假设一个波包向前运动，当它来到一个情况稍有不同 
的地方，波包的一部分继续前进，而另一部分则被反弹回去。这一情形很难用波包来分析， 
因为每样东西都随时间变化。用定态解来处理就方便多了。所以我们用定态来处理，我们 
将发现定态可以由透射和反射两部分连续波构成。在三维空间中，我们把反射部分称为散 
射波，因为它可向各个方向散开。 
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我们从和式 （13. 6) 类似的一组方程式开始，只是其中72 = 0的方程式和所有其余的方 
程都不同。对于71= — 2, —1，0, +1和+2的5个方程式是这 样的： 


Ea-2 = E 0 a - 2 — Aa -\ — Aa _ 3 , 

Ea~i = E 0 a~i 一 Aa 0 — Aa - Z , 

Ea 0 = { E 0 + F ) a 0 - Aa t - Aa -,, (13.28) 

Ea t = E 0 ai — Aa 2 — Aa 01 
Ea 2 = E 0 a 2 一 Aa 3 — Aa y , 

当然，所有其他方程式的 hi 都大于2。它们看起来都与式（丨3. 6) 相同。 

对于一般的情况，我们对电子跳向和眺离“零”号原子的振幅实际上应该用不同的但 
从所有的 A 都相等的简化例子中还是能够看到所发生过程的主要面貌。 

式 （13. 10) 仍可作为所有的方程式的解，只是“零”号原子的方程式除外一它对这个方 
程式不适用。我们需要一个不同的解，我们能用下面的方法把它打造出来。式 (13. 10〉表示 
沿正工 方向进行的波。沿负 T 方向进行的波也是同样好的解，它可以 写成： 

a ( x .) = e 

式 （13.6) 的敁荮遍的解将是向前和向后的波的组合，即 

a . = ae 1 **- -, (13. 29) 

这个解表示一振幅为 0 沿 + x 方向传播的复波和一振幅为#沿一 x 方向传播的波。 

现在看一#我们新的问题的一组方程式一在式 （13. 28) 中的以及所有其他原子的那 
些方程。包含《 < 1的 a . 的方程式都能被式 (13. 29) 满足，只要 A 和 E 以及和晶格间隔6 
的关系满足下述 条件： 

E = E 0 — 2 Acos kb , (13. 30) 

其物理意义是，振幅 为 0 的“入射”波从左边趋向"零”号原子（“散射原子”），振幅为 # 的“散 
射”或“反射”波向左边退回去。假如我们令入射波的振幅 a 等于1并不会失去任何普遍性。 
而一般说来0是一个复数。 

关于 n > 1的的解我们也可同样处理。但系数可能是不同的，所以我们有 


a . = ye * 1 - + 5 e ' lto - ，对于 n > 1. 


(13.31) 


其中 y 是向右传播的波的振幅,5是从右边来的波。我们考虑这种物理情况,波起初只从左 
边发出，并且从散射原子——或者说杂质原子一后面出射的只 f 透射”波。我们试求 
5 = 0的解。我们肯定能用下面的试解使除了式 


(13. 28) 中间的3个式子以外的所有~的方程式都 
满足 


h (对于 n < 0) = e 1 **. 
a , (对于 n > 0 ) = ye 14 *-. 


(13. 32) 


散射波 

P- - 

人射波 
1 - - 




我们所谈论的情形画在图 13-6 中。 ® 13 ' 6 在0处有 一个“杂质” 

原子的一维晶格中的波 
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将式 （13. 32) 中的公式用于 a — ，和 a +1 ，我们可以从式 （13. 28) 中间的3个方程解出 <2。 
和两个系数0和 y 。 从而我们就得到完整的解。设心=«<>，我们需要解3个方 程式： 

(£- E „)| e a '-*» + 和 …、 I =— AI a 。 + e -卜 2 *) + |, 

( E - E„-FK =- A \ re M + e 1 *'-* 1 + |, (13.33) 

(. E - E ,) re M =— Alye 1 * 12 * 1 + a 0 |. 


记住 E 是通过式 （13. 30) 用*来表示的。如果你把£的这个值代入方程式，并且记住 
co S x = i ( e i *+ e - i -) I 从第一个方程式得到 

a 0 = 1+^, (13.34) 

以及从第三个方程式得到 

«o = y , (13. 35) 

要上面两个式子一致，必 须： 

y =\+ p . (13.36) 

这个式子表明.透射波 （ y > 正好等于原来的入射波 （1) .加上反射波(奶。这并不总是正确的， 
只是对一个原子的散射碰巧如此。如果有一群杂质原子，加到向前传播的波上的数鳜就不 
一定和反射波相同。 

我们可以从式 （13. 33>中间的方程式得到反射波的振幅 A 我们求得 


P = 


-F 

F — 2 LAsin kb 


(13.37) 


我们得到了具有一个异常原子的晶格的完全解。 

你可能会感到奇怪，从式 （13. 34) 中表示出，透射波怎么会比入射波“更多”。但是记住 
和 y 是鉍数 ，并且波中的粒子数目（更确切地说是找到粒子的概率）正比于振幅绝对值的 
平方。亊实上，仅当 

I ^ l l +l y I * = 1 (13.38) 

时才会有“电子守恒”。你可以证明我们的解满足这一关系。 


§13-7 被晶格的不完整性陷俘 


假如 F 是负数就会出现另一个有趣的情况。如果电子的能量在杂质原子（在；! = 0〉中 
比在其他任何地方都低，那么电子可能被这个原子捕获。这就是说，如果 ( E 。+ F ) 低于能带 
底 ( E 。 一 2 A ), 那么电子可能被••陷俘”在£< E 。 _ 2 A 的状态中。按照我们到现在为止所讨 
论过的内容是得不出这样的解的。然而，如果我们在所取的试解式 (13.10) 中允许*为虚数， 
我们就能求得这一解。设 A = U ：。 同样，对于 ” < 0和 n > 0仍可有不同的解。对；! < 0的一 
个可能解是 

a ■(对于 n <0) = « + «-. (13.39) 

我们应当在指数上取正号，否则 n 为大的负值时，振幅将会变为无限大。同样，对于 n > 0 
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的一个可能解将是 

a . (对于 ”>0) sc ’ e —* 1 .. (13. 40) 

如果我们把这些试解代入式 （13. 28), 假如 

E = E 0 - A ( e ^+ e -*), (13.41) 

则除了中间的3个式子，其余的式子都可满足。因为两个指数项的和总是大于2,这个能量 
在正常能带的下面，而这正是我们所要求的。如果 〜 =c = c ', 并按下式来选定* : 

A ( e ** -e "*) =- F , (13.42) 

式 （13. 28) 中余下的3个方程式皆可满足。把这个方程式和式 （13.41) 结合起来，我们就能 
得到被陷俘的电子的能 M , 我们得到 

E = E„ -r/iA 5- 

陷俘电子有单值的能《——在稍低于导带的地方。 

注意，式 （13. 39) 和式 （13. 40) 所给出的振幅 
并$表示陷俘电子正好位于杂质原子上。在附近 
的 i 子中找到电子的概率正比于这些振幅的平 
方。对于特别选择的一组参数，它可能像图 13-7 
中的长条图那样变化。在杂质原子上找到电子的 
概率 W 大。对于附近的原子，概率随朽离开杂质 
原子的距离的增加指数式地下降。这是“势垒穿 
透”的又一个例子。从经典物理学的观点来看，电 
子并没有足够的能 M 能从陷俘中心的能 M “空穴” 

中跑出来。但是按照 M 子力学它却可以泄漏跑出一小段距离来。 

§13-8 散射振幅和束缚态 

敁后，我们的例子可以用来说明当前在高能粒子物理学中一个很有用的观点。这牵涉 
到敗射振幅和束缚态之间的关系问题。假定我们已经发现了——通过实验和理论分析—— 

Tt 介子被质子散射的方式。于是一个新的粒子被发现了，并且有人怀疑这是否只是 n 介子 
和质子结合在一起形成的某种束缚态(和电子束缚在质子周围组成氢原子的方式相似 h 所 
谓束缚态我们指的是一种组合，具有比两个自由粒子更低的能量。 

有一个普遍的理论，它告诉我们具有这样的能置将存在束 缚态： 如果用代数方法外推 
(数 学名称叫“解析延拓"）到所允许能带的能量范围以外时散射振幅变为无穷大。 

这一理论的物理思路如下 ：束缚 态是这样一种状态，它只有束缚在一定位置上的波而不 
是由外来的波激起的，它只是自身存在着。所谓“散射”或产生的波和被“送入”的波的相对 
比例是无限大。我们可以在我们这个例子中检验这个观念。让我们直接用被散射粒子的能 
量 £：( 而不用 *) 来写出表示散射振幅的表式 (13. 37〉。因为式 (13. 30) 可以 写成： 


(13.43) 



图 13-7 在陷俘杂质®子附近的 
厣子上找到陷俘电子的相对概率 


2Asin*6 - (E-EoV , 
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散射振幅为 

P = - ~ F =, (13.44) 

F-i74A l -(E-Eo) 1 

根据我们推导过程的要求，这个方程式只适用于真实状态一那些能量处在能带 E = £:。士 
2A 之中的状态。但是假定我们忘记了这个事实并且把公式扩展到 | E - E 。 |>2A 的“非物 
理的"能量区域。对于这些非物理的区域我们可以写出^ : 


74A 1 - (E-Eo) 1 = iy(E-Eo) 1 -4A 1 . 

于是“散射振幅”(不管它意味着什么) 就是： 

B = - . _ F 4 ― (13. 45) 

F+7(E- Eo ) 1 -4A , 

现在我们要问 ：有没 有使得 P 变成无限大的能 ft (即在这个能量对 P 的表达式有一个“极 
点 "）？ 有的，只要 F 是负数，当 

(E-E o y-4A l = F 1 

时，或者 

E= E 0 ±74八*+户, 

式 （13. 45) 的分母就是芩。由上式的负号所给出的能置正是我们在式 （13. 43) 中得出的陷俘 
能置。 

正号表示什么呢？由它给出的能 M 高于允许的 能带。 的确,那里有另一个束缚态，我们 
在求解式 （13. 28) 时没有考虑到它。我们把求这个束缚态的能 B 和振幅 a. 作为一个智力测 
验留给你们。 

对于探求当前新的奇异粒子的实验观察的解释，散射和束缚态之间的关系提供了一个 
敁有用的线索。 


• 这里根号前符号的选择是与式 (13.39) 和式 （13. 40) 中允许的*的符号有关的技术问题。我们在这 
里不作讨论。 
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§14-1 半导体中的电子和空穴* 

近年来一个引人注目的发展是把固体科学应用于像晶体管之类的电器件的技术发展。 
对半导体的研究导致它们的有用性质以及大量的实际应用的发现。这个领域的变化如此之 
快以至于我们今天告诉你们的东西到了明年就可能不再正 确了。 它肯定是不完善的。非常 
清楚.由于对这些材料的不断研究，随着时间的推移将会出现许多新的和更惊人的事物。为 
了学习这一卷中以后各章的内容，你们不一定非要弄懂这一章不可。但是.看到所学的内容 
中至少有一部分与现实世界有关时你们会感到兴趣的。 

已知的半导体种类很多，但我们将着重于现在有最大技术应用价值的半导体。这些也 
是了解得《潸楚的，了解了它们，对其他许多半导体也将会得到一定的了解。今天 M 常用的 
半导体物质是硅和锗。这些元素结晶形成金刚石晶格，这是一种立方结构，其中一个原子和 
敁薄近的4个原子形成四面体铤。虽然在室温下它们多少有点导电，但在很低的温度 
时——近于绝对零度一它们是绝缘体，它们不是金 W ; 它们被称作半导体。 

假如我们以某种方法在处于低温的硅或锗晶体中放入一个额外我们就遇到上 
—章中所描写的那种情况。这个电子会在晶体中游荡，从一个原子眺到下一个原子。实际 
上我们只讨论过长方格中的电子，而对于真实的硅或锗的晶格，方程式多少有点不同。不 
过，所有的基本特征都可用长方格的结果来说明。 

正如我们在第13章中曾经看到的，这些电子只能具有某一定能带——叫做导带——中 
的能《。在这个带中，能置和概率幅 c 的波数 * 的关系（见式 13. 24) 是 

E = E 。一 2 A,cos k,a — 2 A,cos k,b — 2 A,cos k,c. (14. 1) 

式中的 A 是在: r , ; y 和 z 方向上跳跃的振幅, a , 6和^是这些方向上的晶格间隔。 

当能置近于能带底时，可以取式 (14. 1>的近似(参见§ 13-4)： 

E = E^ + A.a'k^+Aykl+A.c 1 ^. (14.2) 

如果我们考虑电子在某个特殊方向上运动，使得 t 的3个分量总有相同的比例。能量 
是波数的二次函数——和电子的动置的关系一样。我们可以 写成： 

E ^ E ^+ ak 2 , (14.3) 

其中 o 是某一常数。我们可以画出£对 * 的函数图。如图 14-1 所示。我们把这种图称为 


* 参考： C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, John Wiley and Sons. Inc. , New York. 2nd 
ed, 1956 chapters 13, 14 and 18. - 译者注 
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“能量图"。一个处于特定能量和动量状态的电子可以用图上的一点（如 S 点)来表示。 

正像我们在第13章中也曾讲过的，如果我们 
从中性绝缘体上取走一个电子，我们就有类似的情 
况。于是，一个以从附近的原子上跳过来填 
充这个“空穴”，而在原来的原子处留下了另一个 
“空穴”。我们可以通过写出在任一特定原子处找 
到$$的振幅,以及说明耷穴可以从一个原子跳到 
下1原子来描写它的行为。（显然，空穴从原子 
^跳到原子6的振幅 A 正好和原子6上的一个电 
子跳进原子 a 的空穴的振幅相 同。〉 对于空穴和对 
于额外的电子，它们的数学式子完全相同1们再 
次得出空穴的能量和它的波数的关系由和式 (14. 1) 



电子在绝缘品体中的能屋图 


或式 （14. 2) 相同的方程式表示出来。当然振幅 A , 和 A , 的数值是不同的。空穴的能 
* 和它的概率幅的波数有关。它的能量处在有限能带中。在能带底附近，它的能量随波 


数一或动 S —— 的平方变化，如图 14-1 所示。按照§ 13-3 的论证，我们将发现空: A ： 的行 
为也像具有一定的有效质量的经典粒子一样 ,—只是在非立方晶体中质设依赖 

体中运动的带正电的 粒子。 空穴粒子的电荷是正的。因为它 
在于失去电子的位 S ; 当它在一个方向上运动时.实际上是电子在相反的方向上运动。 


假如我们在中性晶体中放进几个电子，它们将像低气压气体中的原子那样四处活动。 
假如电子不很多，它们之间的相互作用不十分 ® 要。如果我们在晶体上加上电场，电子就开 
始运动，于是有电流流过。 M 终电子都被拉向晶体 的一边 ，如果那里有一个金 ® 电极，电子 


都要被电极收集，而晶体又变成中性。 

同样我们可以把很多空穴放进晶体。在没有外加电场时，它们将随机地到处活动。在电 
场作用下它们要向负端流动并被“收集”——实际上发生的是它们被自金厲电极来的电子中和。 

晶体中也可以同时存在空穴和电子。如果它们的数目不多，它们将各自独立地运动。加上 
电场，它们都对电流作出贡献。由于明显的理由,电子被称为负载流子，空穴被称作珥载钸子。 

到现在为止，我们考虑的电子是从外面放进晶体的取走造成空穴。我们也可 
以这样来“创造”一个电子-空 穴对: 从一个中性原子上取走一个被束缚的电子并把它放到同 
一晶体中一定距离外的地方。于是我们就有一个自由电子和一个自由空穴，二者都能像我 


们已经描写过的那样运动。 


把一个电子放 g 状态 S —我们说“产生”状态 S ——所需的能置就是图 14-2 中所标 
出的能量£：^。它 jT 高于的某个能量。“产生”处于某一状态 S ' 的一个空穴所需的能最 
是图 14-3 中的能量 E + ,它是比 EL 大的某个能量，如果现在我们要产生在状态 S 和 S ' 的 


电子空穴对，所需 的能* 就等于 E -+ ET +。 

电子空穴对的产生是一个共生的过程(我们以后将会看 到〉， 所以很多人喜欢把图 14-2 
和图 14-3 放在同一张图上一把空穴能量向下画，虽然它实际上是正能最。我们用这种方 
式把两个图合起来画在图 14-4 中 Tli 种图^处是产生处于 S 中的电子和处于 S ' 中的空 
穴这一电子-空穴对所需的能量 =£ T +£： + 正好等于 S 和 S ' 间的垂直距离，如图 14-4 
所示。产生一个电子-空穴对所需的最小能量称为“隙”能，它等于 Ei ^+ EiL 。 
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图 14-2 “产生”一个自由电子需要能置 




( 向下为正 能置》 

图 14-4 电子和空穴画在一起的 能置图 



图 14- S 电子和空穴的能级图 


有时你会看到一种比较简单的图，称作能级图。当人们对变量々不感兴趣时就画这种 
图。这样的图一如图 14-5 所示——只表示电子和空穴的可能的能量^。 


• 在很多书上以不同的方式解释这种能置图。能量标度只是对曳的能置而言。他们想象占据着空 
穴的电子 g 昇有;的能量而不是空穴的能置。这个能置比自由电子的—事实上，所低的数值正好 
是你在图所看到的。按照这种对能置标度的解释，隙能是使电子&缚态跃迁到导带所必须给予 
g 的最低能置。 
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怎样创造出电子-空穴对呢？有几种方法。例如，吸收光或 X 射线的光子，如果光子能 
量高于隙的能量就会产生电子-空穴对。电子-空穴对的产生率正比于光的强度。如果在晶 
片两边镀上两片电极并加上“偏置”电压，电子和空穴就会被拉向电极。电路中的电流将正 
比于光的强度。这就是产生光电导现象和光电导管作用的机理。 

电子-空穴对也可用高能粒子来产生。当快速运动的带电粒子——例如能量为几十或 
几百 MeV 的质子或 n 介子——穿过晶体时，它的电场会把电子从它的束缚态撞击出来产 
生电子-空穴对。在径迹的每1奄米路程上会发生几十万次这样的事件。粒子通过以后，载 
流子能够被收集起来，这样就得到一个电脉冲。这就是近来在核物理实验中使用的半导体 
计数器的作用机理。这类计数器并不一定需要半导体，也可以用晶态绝缘体制造。事实上， 
第一个这种计数器是用金刚石晶体制造的，它在室温下是绝缘体。如果要使电子和空穴能 
够自由地运动到电极上而不被陷俘，就需要非常纯的晶体。采用半导体硅和锗是因为能将 
它们制造成高纯度的适当大小(厘米的线度）的晶体。 

迄今为止我们只涉及温度接近绝对零度的半导体晶体。在任何有限的温度下，还有另 
—种产生电子-空穴对的机理。产生电子-空穴对的能量可由晶体的热能提供，晶体热振动 
可以把它们的能置转移给电子-空穴对一引起“自发"产生。 

单位时间内.像隙能£«那样大的能最聚集到一个原子的位 S 上的概率正比于 
其中 T 是温度 ，々是 玻尔兹受常数（参见第1卷第40章）^在绝对零度附近没有可以觉察的 
概率，但随着温度的增加，产生电子-空穴对的概率就增加。在任何有限的温度下，对的产生 
以恒定的速率不断继续下去，负的和正的栽流子越来越多。当然，这是不会发生的，因为过 
了一会儿，电子和空穴会偶然地相遇一电子落进空穴并把多余的能 M 交给晶格。我们说 
电子和空穴"湮没”了。在单位时间内空穴和电子有一定的概率相遇，于是它们互相湮没。 

假定单位体积的电子数为 N .( n 表示负载流子），正载流子的密度是 iV ,。 单位时间内 
一个电子和一个空穴相遇并湮没的机会正比于乘积 N . N ,。 在平衡时，这个速率必定等于 
电子-空穴对的产生速率。你们知道，在平衡时和； V ,的乘积应等于某一常数乘上玻尔兹 
曼 因子： 

N . N , =常数 •《 T e _ at . (14.4) 

当我们说常数时，我们指的是近似于常数。更完整的理论一包含有关空穴和电子彼此如 
何“相遇”更多的细节——表明“常数”稍稍依赖于温度,但对温度的主要依赖是在指数上。 

作为一个例子，我们考虑原来是中性的纯净 材料。 在有限的温度下，你会料到正的和负 
的载流子的数目相同，= iV ,。 它们各自都按随温度变化。半导体的性质——例 
如电导率——的许多变化主要决定于指数因子，因为所有其他因子随温度的变化要慢得多。 
锗的隙能大约是 0. 72 eV , 桂是 1. 1 eV 。 

在室温下大约是1 eV 的1/40。在这样的温度下有足够的空穴和电子给出可观的 

电导率，而在臂如说30 K —室温的十分之-电导率是难以觉察的。金刚石的隙能是 

6〜7 eV , 在室温下金刚石是好的绝缘体。 

§14-2 掺杂的半导体 

到现在为止我们已经谈论过将额外电子放入理想完整的晶体的晶格中的两种方法 。一 
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种方法是从外源注入电子，另一种方法从一个中性原子上敲出一个束缚电子同时产生一个 
电子和一个空穴。还可以用别的方法把电子放到晶体的导带里面。假定我们想象锗晶体中 
一个锗原子被一个砷原子所代替。锗原子是4价，晶体的结构由4个价电子控制。另一方 
面，砷是5价。我们发现一个砷原子能占据锗晶格中的一个位置（因为它的大小大致合适）， 
但这样一来它必须表现得和4价原子一样一用它的4个价电子形成晶体键，于是还有一 
个电子剩了下来。这个多余的电子只是很松地束缚着——结合能大约只有一个电子伏特的 
1/100。在室温下电子很容易从晶体的热能中获得这样多的能量.并且独自离开一像自由 
电子那样在晶格中运动。像砷那样的杂质原子被称作施主位，因为它能放出一个负载流子 
到晶体中。假如锗晶体是从加进非常少 M 的砷的熔融生长出来的，砷施主位将分布 
在整个晶体中，于是在晶体中将建立起一定的负载流子密度。 

你们也许认为只要对晶体加上任意小的电场,就会将这些栽流子扫出去。然而，事实并 
非如此，因为晶体内的毎个砷原子都带有正电荷。如果晶体要保持中性，负载流子电子的平 
均密度必须等于施主位的密度。如果你在晶体的两边加上电极，并把它们联结到电池上，就 
会有电流流动。但当载流电子从一端被扫出，新的传导电子必定从另一端的电极进入，结果 
传导电子的平均密度保持和施主位的密度差不多相等。 

因为施主位带正电荷，当导电电子在晶体中扩散时有被它们俘获的趋势。所以，施主位 
相当于我们在上一节中讨论过的陷阱。但如果陷俘能置足够小一砷就是这样——在任一 
时刻被陷俘的栽流子数目只是总数的一小部分。要完全理解半导体的行为，人们必须把这 
种陷俘作用考虑进去。然而，在我们讨论的其余部分中，我们将假定陷俘能置足够低，并且 
温度足够岛，从而所有的施主位都已失去了它们的电子。当然这只是一种近似。 

也可以在锗的晶体中掺入一些3价的杂质原子，例如铝。铝原子试图窃取一个额外的 
电子并表现得像4价原子那样。它从某个邻近的锗原子窃得一个电子，结果成为一个有效 
价数为4的带负电的原子。当然，当它从锗原子窃得一个电子后，就在那里留下一个空穴， 
这个空穴能作为正载流子在晶体中游荡。能用这种方法产生空穴的杂质原子称为受主，因 
为它“接受”一个电子。假如锗或硅晶体是从加进少《杂质铝的熔融材料中生长的，晶体内 
部就具有一定的内建空穴密度，空穴就相当于正载流子。 

当施主或受主杂质加进半导体中后，我们说材料被“掺杂”了。 

当具有内建施主杂质的锗晶体处于室温时，由激发感应产生的电子-空穴对以及施主位 
都贡献出一些传导电子。自然，从这两个来源产生的电子是相等的，在达到平衡的统计过程 
中起作用是总数 N »。 如果溫度不太低，施主杂质原子提供的负载流子的数目大致等于晶体 
中的杂质原子的数目。平衡时式 （14.4) 必定仍旧 有效; 给定温度条件下，乘积 NJV , 是一定 
的。这意味着,假如我们加入一些使 N . 增加的施主杂质，正载流子的数目 N , 必定减少_ 

定数最以使 N ./ V , 不变。如果杂质浓度足够高，负载流子数目由施主位的数目决定并 
且几乎不依赖于温度——所有指数因子上的变化由提供，虽然它比\少得多。在另一 
些有少量施主杂质的纯净的晶体中，大多数载流子是负载流子，这种材料叫做型”半导体。 

假如在晶格中加入受主型杂质，一些新的空穴将到处漂移，并与一些由热起伏产生的自 
由电子发生湮没。这一过程将一直继续到式 （14. 4) 被满足。在平衡条件下，正载流子数目 
将增加而负载流子数目将减少以保持它们的乘积为常数。正载流子较多的材料称为“/>型” 

半导体。 
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假如我们把两个电极放在一块半导体晶体上并把它们联结到电势差的电源上去。晶体 
中将建立起电场。电场会使正的和负的载流子运动，于是有电流流动。我们首先来考虑在 
„型材料中会发生什么过程,这种材料中绝大多数是负载流子。对于这类材料，我们可以不 
理会其中的空穴，因为它们是如此之少，对电流几乎没有 贡献。 在理想的晶体中载流子将不 
受阻碍地运动。然而，在实际晶体中，在有限的温度下——特别是在有一些杂质的晶体 
中一电子的运动并不是完全自由的，它们不断地发生碰撞，被撞离原来的轨道，即改变它 
们的动量。这些碰撞就是我们在上一章中谈到的散射，在晶格中任何具有不规则性的地方 
都会发生这种散射。在 n 型材料中，散射主要就是由产生载流子的施主位引起的。因为传 
导电子在施主位上有略微不同的能量,概率波就从这些点上散射。然而，即使在完全纯净的 
晶体中 ，（ 在有限的温度下)热振动也要在晶格中引起不规则性。按照经典的观点，我们可以 
说原子并不是准确地排列在规则的晶格上，在任何瞬间由于热振动都要稍稍离开原位。在 
第13章所介绍的理论中，和每一格点相联系的能最&随位 g 变化而略有变化，所以概率振 
幅波并不是完全透射而是以不规则的方式被散射。在非常高的温度下,对非常纯净的材料， 
这种散射可能变得很重要。但在实际的器件所用的大多数掺杂材料中，在杂质原子上的散 
射起主要作用。我们现在要对这种材料的电导率作一个估算。 

当外电场加到 n 型半导体上，每一个负载流子在电场中被加速，它的速度不断增加直到 
在一个施主位上被散射。这意味着平时具有热能，以随机方式运动着的载流子将沿着电场 
力线的方向获得一个平均漂移速度，形成电流流过晶体的。与典型的热运动速度相比.漂移 
速度一 般是很小的,所以我们可以通过假定栽流子在两次散射之间的平均时间是常数来估 
算电流。我们设负栽流子具有有效电荷在电场<?中.作用于载流子的力是9 〆 。在第1 
卷 §43-3 中，我们曾计算了在这种情形下的平均漂移速度，并得到漂移速度由 Fr 加给出， 
其中 F 是作用于电荷上的力, r 是两次碰掩间的平均自由时间,;71是质量。我们应当用上一 
崁算出的有效质 ft , 但因为只要作粗略的估算，我们假定有效质 M 在各个方向上都是相等 
的。这里我们把它称作 m .。 在这个近似下，平均漂移速 度是： 


知道了漂移速度我们就能求出电流。电流密度 J 等于单位体积内栽流子的数目乘以平 
均漂移速度，再乘以每个载流子的电荷。因此这里电流密度是 


7 = N . v „ 9 . = 


我们看到电流密度正比于电场,这样的半导体材料遵从欧姆定律。 y ‘和^的比例系数，即电 
导率 a 是 

_ , n \ 


对于„型半导体，电导率相对地不依赖于温度。首先，多数载流子的数目主要决定于晶 
体中施主的密度（只要温度不是那么低使得太多的载流子被陷俘）。其次，碰撞之间的平均 
时间 G 主要由杂质原子的密度控制，当然它不依赖于温度。 

我们可以把完全相同的论证应用于；> 型材料，只要改变一下式 （14. 7) 中的参量的数 



值。假如同时存在的负的和正的两种载流子的数目可以相比较，我们必须把两种载流子的 
贡献加起来。总电导率由下式给出 


— N.qlr. + N,q z ,T p 


(14.8) 


对于非常纯净的材料, N , 和 Ni 近于相等，它们比掺杂材料中的要小，所以电导率要小 
一些。可是它们随温度变化得很快(正像我们已经看到过的按照变化），所以电导率 
随温度而极快地变化。 


§ 14-3 霍尔效应 


只有电子是相对自由的客体的材料中，也会有行为像正粒子的空穴所运载的电流，这确 
实是一件难以理解的事。因此.我们要描写一个实验，这实验能十分明确地证明电流的载流 
子绝对肯定是正的。假设我们有一块半导体材料一也可以是金厲——我们在上面加上电 
场，从而在某个方向引起电流，例如水平方向，如图 14-6 所示。现在假设我们在这块材料上 
再加上磁场，其指向和电流方向成直角，臂如说指向图的里面。运动着的载流子会感受到磁 
力 <7< vXB ) 的作用。由于平均漂移速度不是向是—取决于载流子上电荷的符 
号一作用于载流子上的平均磁力不是向上就是向下。不，这是不对的！对于我们所假定 
的电流和磁场方向，作用于运动电荷上的磁力总是^的。正电荷在7’ 的方向上运动（向 
右)会受到向上的力。如果电流由负电荷运载，它们向左运动（对于同样符号的传导电流）， 
于是它们也会受到向上的力。然而,在稳定悄况下，栽流子并没有向上的运动，因为电流只 
能从左边流到右边。所发生的过程是，开始时有一些电荷向上流动，在半导体的上表面形成 
面电荷密度一在晶体的下表面上留下相等但相反的面电荷密度^电荷聚集在上表面和下 
表面上，直到它们作用于运动着的电荷上的电力正好和（平均的）磁力完全相抵消，因此稳恒 
电流照旧水平地流动。上表面和下表面上的电荷将产生一个垂直跨过晶体的电势差，可以 
用商电阻伏特计来测置这电势差，如图〗4-7所示。伏特计记录的电势差的符号取决于形成 
电流的载流子的电荷的符号。 



图 14-6 霍尔效应来自作用于载流子的磁力 


电子伏特表\ 

- 0 

⑦ 

T 

m 14-7 测最霍尔效应 


在第一次做此实验时，正像对负的传导电子所预期的那样,人们预期电势差的符号将是 
负的。因此，当人们发现对于某些材料电势差的符号与预期的相反就感到十分奇怪。这表 
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明载流子是带正电荷的粒子。从我们关于掺杂半导体的讨论中可以理解，》型半导体应当 
产生与负的载流子相应的电势差符号，而/>型半导体应当给出相反的电势差，因为电流是 
由带正电的空穴负载的。 

霍尔效应中电势差的反常符号最初是在金属中而不是在半导体中发现的。曾经假定金 
属都是电子导电的，然而，对于铍却发现其电势差的符号恰好相反。现在了解了，在金属中 
和在半导体中一样,这也是可能的，在一定的条件下，起传导作用的“客体”是空穴。虽然，归 
根结蒂运动的是晶体中的电子，然而动量和能量的关系以及对外场的反应却正是我们对电 
流由正粒子载运时所预期的那样。 

我们来看一看是否能对霍尔效应预言的电势差的大小作一个定量的估计。假如图 14-7 
的伏特计中的电流可以忽略，那么半导体内的电荷一定从左向右运动，并且垂直的磁力一定 
精确地被垂直的电场力抵消，我们把这垂直的电场记作表“横向”）。假如此电场抵 
消磁力，必 须： 

(14.9) 

应用式 (14. 6>给出的漂移速度和电流密度的关系，我们得到 

晶体上面和下面的电势差当然等于电场强度乘以晶体的高度。晶体中的电场强度 仏正比 
于电流密度和磁场强度。比例常数丨 /<? N 称为茁尔系数，通常用符号表示。茁尔系数只 
取决于栽流子的密度一倘若某一符号的载流子是绝大多数，因此，茁尔效应的测 tt 是一种 
确定半导体中栽流子密度的方便的实验方法。 

§ 14-4 半导体结 


我们现在来讨论如果取两块具有不同内部特性一例如掺有不同种类或不同数蛾的杂 
质——的锗或硅,并把它们放在一起做成一个"结”，这时将发生什么情形。让我们从所谓的 
P n 结开始，在结上边界的一边是型锗，边界的另一边 
是《型锗——如图 14-8 所示。实际上，把分开的两块晶 
体放在一起并使它们在原子的尺度上均匀接触是不实际 
的。实际上，结是在一块单晶上做出来的，将单晶做成两 
个分隔的区域。一个方法是当晶体生长到一半的时候在 
“熔体”中掺入一些适当的杂质。另一种方法是在表面上涂一点杂质元索，然后加热晶体使 
—些杂质原子扩散到晶体的内部。用这些方法制成的结没有明显的边界，但是边界可以做 
到10 4 cm 左右那样薄。对于下面的讨论，我们将考虑理想的情况，即晶体这两个具有不同 
性质的区域有明显的边界隔开。 

在 p - n 结的 n 型一边有可以运动的自由电子,还有使总电荷平衡的固定的施主位。在 
/■型的一边有自由空穴运动着，并有等量的受主位使电荷平衡。实际上这描写的是我们使 
两种材料相互接触之前的状况。一旦它们联结在一起，靠近交界处的情况就改变了。当 n 
型材料中的电子到达边界时，它们并不像在自由表面上那样被反射回去，而可以一直进入 p 




--第 14 章半导体 | 217 

型材料。因此, n 型材料中的一些电子会扩散到电子比较少的/>型材料中。这过程不会一 
直进行下去，因为当 w 型的一边失去电子后净的正电荷就要增加，直到最后建立起一个电压 
以阻止电子扩散到/■型一边去。同样, P 型材料中 
的正载流子通过结扩散进入 n 型材料中。当它们这 
样做时，在后面留下了过量的负电荷。在平衡条件 
下，净扩散电流必定等于零。这是由电场造成的，因 
为所建立的电场要把正载流子拉回/>型材料。 

我们这里描写的两种扩散过程是同时进 行的。 

你们要注意，这两个过程都使》型材料带正电，使 P 
型材料带负电。由于半导体材料的有限的电导率. 

从/ ■的 一边到 n 的一边电势的变化只在靠近边界比 
较窄的区域内发生，在每块材料的主体部分中，电势 
仍然是均匀的。我们设: r 轴的方向垂直于边界表 
面。那么电势将随而变化，如图 14-9( b ) 所示。 

我们还在图 （ c ) 中画出了预计的 n 钱流子密度 
和/>栽流子密度 JV , 的变化。在离结远的地方，钱 
流子密度 N , 和 N . 应当正好等于同样温度下两块 
材料各自的平衡密度。（图中所画的结的两边 P 型 
材料比 n 型材料掺杂更埴。> 由于结处的电势梯度， 

正栽流子必须爬过一电势坡才能到达 n 型的一边。 

这意 味着在 平衡条件下在 n 型材料中比在 p 型材料 

中有较少的正栽流子。回忆一下统计力学的定律，我们预期两边的/>型载流子数目的比由 
下面的方程 给出： 

边) _ .vat 

N f (piH) _ * 

指数的分子中乘积就是使电荷通过电势差 V 所需的能嫌。 

对 n 型载流子密度我们有完全相同的方 程式： 

队（” 边) = -,.V/IT 

NAPJ&) ~ • 

假如我们已知在两种材料内各自的平衡密度，我们可以用上面两个方程式的任何一个来测 
定给两边的电势差。 

注意，假如方程式 （14.10) 和 （14. 11) 给出同样的电势差 V 数值，乘积 N , N . 无论在夕 
的一边还是在 n — 边必定相同。（记住 《?. =— 9 ,。> 然而，我们前面已经看到，这一乘积只依 
赖于温度和晶体的隙能。假定晶体的两边都处于同样的温度，这两个方程式中的电势差具 
有同一数值。 

因为从 结的一 边到另一边有一个电势差，它看上去有些像一个电池。假如我们从 n 型 
的一边到/>型一边联结一根导线或许会获得电流。真是这样的话，确实十分美妙，因为如 
果真是这样的话电流就会一直流下去而不会消耗掉任何材料，于是我们就有一个违背热力 


(14. 10) 


(14.11) 
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学第二定律的无穷无尽的能源！然而，如果你从/>的一边接一根导线到 n 的一边，实际上 
不会有电流。其理由很容易看出来的。假定我们先设想一根由未掺杂的材料制成的导线。 
当我们把这根导线联结到》型的一端时,我们就有了一个结。在结的两边就会产生电势差。 
我们假定这正好等于从/>型材料到 n 型材料的电势差的一半。当我们把未掺杂的导线联 
结到结的 P 型一边，在这个结上也有电势差一也等于 Pi 结上电势降落的一半。在所有 
结上，电势差会自动调整到使得电路中没有净电流。不论你用哪一种导线联结结的两 
边,你都造出两个新的结，只要所有的结都在同样的温度下，在结上的电势跃变都互相补偿， 
从而电路中没有电流。不过——假如你仔细研究一下一如果有一些结和另一些结的温度 
不同，结果就会有电流流动。其中有一些结会被这电流加热而另一些将被冷却，于是热能就 
转化为电能。测量温度的热电偶以及温差发电机就是利用这一效应工作的。同一效应也用 
于制造小型制冷机。 

如果我们不能测置结两边的电势差，我们怎样才能肯定图 14-9 所示的电势梯度确 
实存在呢？ 一个方法是用光来照射结。光子被吸收后会产生电子-空穴对。在结处存在的 
强电场(等于图 14-9 的电势曲线的斜率）中，空穴会被驱赶到型区域，而电子会被驱赶到 
r ■型 区域。现在如果把结的两边联结到外电路中，这些额外的电荷会产生电流。在结上，光能 
会转换为电能。使某些人造卫星运转的产生电功率的太阳能电池就是按照这个原理工作的。 

在关于半导体结的作用的讨论中，我们一直假定空穴和电子的行为或多或少是相互独 
立的一除了它们以某种方式达到适当的统计平衡。当我们描写光照在结上产生电流时， 
我们假定在结区产生的电子或空穴在被相反极性的载流子湮没之前就进入了晶体的主体部 
分。在紧靠结的区域内，两种符号的栽流子的密度近似地相等，电子-空穴湮没效应(也常称 
之为 “ S 合”) 是重要 的效应，在对半导体结的详尽分析中必须认真考虑这个效应。我们还假 
定在结区内产生的电子或空穴在复合之前有很多的机会进入晶体体内。对于典型的半导体 
材料，电子或空穴找到其异号的伴侣并湮没的典型时间在10〃〜 10_ 7 s 范围之内。顺便说 
说，这个时间远远长于我们分析电导率时所采用的与晶体中的散射中心的两次碰撞之间的 
平均自由 时间。 在典型的结中，在结区中形成的电子或空穴被扫至晶体内部所需的时 
间一般大大短于 M 合时间。因此，大多数电子-空穴对都将对外电流作出贡献。 

§14-5 半导体结的整流 

下面我们要说明/ *-〃 结为何可以用作整流器。如果我们在结两边加上电压，当极性为 
某一方向时会有很大的电流流过，但在相反的方向上加上同样的电压时，却只有很小的电 
流。假如在结上加的是交流电压，净电流只沿一个方向流动一电流被“整流”。让我们再 
来看一看图 14-9 所描绘的平衡条件下发生些什么。在/>型材料中有很大的正载流子浓度 
/ V ,,这些栽流子向各处扩散并且每秒内有一定数量到达结处。到达结的正载流子电流正比 
于 N ” 然而,其中的大多数被结处高的电势坡挡了回去，只有约为 e 〃 v / lT 的一部分能通过。 
从另一边也有正载流子电流来到结处。这个电流也正比于》型区域的正载流子密度，但这 
里的载流子密度大大低于 P 型一边的密度。当正的载流子从 n 型一边 来到结处时，它们遇 
到的是具有负的坡度的电势坡并立即滑下斜坡到结的/>型一边。我们把这电流称为 I 。。 
在平衡时从两个方向来的电流相等。我们认为下面的关系式 成立： 
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/。 ocN ,(” 边）= N ，（/> 边 ） e * v/ * r _ (14.12) 

你们会注意到这个方程实际上和式 (14. 10) 完全一样。我们只是用了不同的方法导出它。 

不过，假定我们使结的》边的电压降低一个数量 AV —我们可以通过在结上加上外 
电势差来做到这一点。现在电势坡两面的电势差不再是 V 而是 V — AV 。 从 p 边到 n 边的 
正载流子电流的表式中这个电势差在指数因子中出现。令这个电流为 I ,，我们有 

/, cc 沁（/> 边） 

这个电流比/»正好大了一个因子 e * av / lT 。 所以/,和 J 。 之间有如下的 关系： 

/, = I c e ^ v,tT . (14.13) 

来自/>边的电流随着外加电压 AV 指数式地增加。然而，只要 AV 不太大从；！边来的正载 
流子的电流保持不变。当它们来到势垒，这些载流子还是会发现向下的电势坡并且全部降 
落到/>边。（如果 AV 大于自然电势差 V ,情形就不同了，但是我们不去考虑在这样高的电 
压下会发生些什 么。） 穿过结的正载流子的净电流/就是两边来的电流 之差： 

I = / 0 ( e ^ v /, T - l ). (14. 14) 

空穴的净电流/流进 n 型区域。从那里空穴扩敗到《型区域的体内，最终被多数 n 型栽流 
子一电子一湮没。在这湮没过程中损失的电子将由从》型材料外端来的电子电流补偿。 

当 AV 为零，式 (14. 14) 中的净电流为零。对于正的 AV , 电流随外加电压很快增加。对于 
负的 AV , 电流改变符号，但是指数项很快变为可忽略.并且负的电流永远不会超过 J 。 一按照 
我们的假设这/。是相当小的。这个反向电流 I 。被 
结的 n 边少数型载流子很小的密度所限制。 

如果你对流过结的负载流子的电流作完全相 
同的分析，首先对没有电势差的悄形，然后对小的 
外加电势差 AV , 你会再次得到完全和式 （14. 14) - 
样的净电子电流的方程式。因为总电流是两种载 
流子贡献的电流之和，倘若我们认为/。是加上反 
向电压时可能流过的 W 大电流，那么式 （14. 14) 完 
全可用总全电流。 

式 （14. 14) 的电压-电流特性曲线如图 14-10 
所示。它表示固体二极管（诸如现代的计算机中用 
的那种二 极管） 的典型性质。我们应当看到式 
(14. 14) 只对小的电压是正确的。当电压和自然的 
内部电势差 V 不相上下或者比它更大时，其他的效 
应就要起作用了，电流不再遵从这一简单的式子。 

顺便说说，你们还记得在第1卷第46章讨论 
“力学整流器”——棘轮和掣爪一的时候，我们曾 
得到和这里得出的式 （14. 14) 完全相同的式子。我 

们之所以在这两种情况中得到同样的式子是因为两者的基本物理过程十分相似。 
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§14-6 晶体管 

或许半导体最重要的应用是晶体管。晶体管由两个互相靠得非常近的半导体结组成。 

它的工作原理有一部分与我们刚才描写的关于半导 
体二极管即整流结的原理相同。假设我们制造一小 
块锗,上面有3个不同的区域，一个型区域，一个 n 
型区域，以及另一个/>型区域，如图 14- ll ( a ) 所示。 
这一组合称作晶体管。晶体管中的这两个结 
的行为都和我们在上一节中所描写的一样。特别是 
每一个结上都有一个电势梯度，从》型区域到每一个 
/>型区域都有一定的电势降落。假如两个 P 型区域 
有同样的内部性质，我们沿着晶体观察，测置到的电 
势变化就如图 14- ll ( b ) 所示。 

现在让我们设想，把3个区域的每一个都加上外 
电压，如图 14-12( a ) 所示。我们以接在左方；•区的端点作为所有电压的参考点，所以按照 
定义这点为零电势。我们把这一端称为发射极。»型区域称为基极，它联接到小的负电势 
上。 右方的 fi 型区域称为集电极，并联接到较大的负电 势上。 在这样的情形下晶体上的电 
势变化就如图 14-12( b > 所示。 

我们先来看一看正栽流子的悄形，因为主要是 
它的行为控制箱/晶体管的工作。既然发射 
极相对于基极是处在正电势，正载流子的电流就会 
从发射极区流入基极区。由于结在“正向电压”作 
用下——相应于图 14-10 中图的右半部分一流 
过的电流比较大。在这样的条件下，正栽流子或空 
穴从/>型区域被“发射”到》型区域。你可能想象 
这个电流会通过基极的端点6流出》型区域。然 
而，现在接触到了晶体管的奥秘了。《型区域做得 
非常薄——典型的厚度是101 cm 或更小，大大小 
于它们的横向线度。这意味着当空穴进入 n 型区 
域后，在和 n 型区域中的电子湮没之前有很大的机 
会扩散到另一个结。当它们到达 n 型区域的右方 
边界时，它们遇到急剧下降的电势坡并立即落入右 

方的 P 型区域。晶体的这一边称为集电极，因为它“收集”扩散穿过《型区域的空穴。在一 
个典型的晶体管中，除了很小的百分比以外，离开发射极并进入基极的空穴电流大多在集电 
极区域被收集起来，其余只有很少一部分贡献净的基极电流。基极和集电极电流之和显然 
等于发射极电流。 

现在想象一下，假如我们稍稍改 变一下 基极端的电势 V ,会发生些什么。因为我们是在 
图 14-10 的曲线的相对陡峭的部分，电势 V * 很小的变化会引起发射极电流很大的变化。 


匕 =0 y $ <o 
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因为集电极电压 V ,大大负于基极电压，电势的微小变化不会显著地影响基极和集电极之间 
陡峭的电势坡。发射到 n 区域的大多数正载流子仍旧被集电极俘获。于是当我们改变基极 
电势时，集电极的电流/,就会有相应的变化。不过，根本的一点是基极电流始终只是集 
电极电流的一小部分。晶体管是一个放大器，基极上引入小电流在集电极上给出大电 
流 大100倍左右。 

迄今为止我们一直忽略了的负载流子——电子一又怎样呢？首先，我们并不认为任 
何值得注意的电子电流在基极和集电极之间流动。集电极上加有大的负电压时，基极中的 
电子不得不爬上很高的势能高坡，而这样做的概率是很小的。只有很小的电子电流流向集 
电极。 

在另一方面,基极中的电子确实能够进入发射极区域。事实上，你可能会料到在这个方 
向的电子电流比得上从发射极到基极的空穴电流。但是这种电子电流不仅没有用，而且还 
有害，因为对于一定的集电极空穴电流，它使所需的基极总电流增大。所以，设计晶体管时 
要把发射极的电子电流减到最小。电子电流正比于(基极），即基极材料中的负载流子密 
度，而从发射极来的空穴电流取决于/ V ,(发射极），即发射极区中的正载流子密度。对 n 型 
材料进行低掺杂，(基 极) 可以做得比 N〆 发射极)小得多。（非常薄的基区也有很大的帮 
助，因为集电极扫除了这个区域内的空穴,从而大大地增加了从发射极进入基极的平均空穴 
电流，而电子电流却保持不变。）最后结果是穿过发射极-基极结的电子电流比空穴电流小得 
多，所以在 p - n-p 晶体管的运作中电子并没有起任何重要的作用。电流受空穴运动所支配， 

晶体管则如前所述表现得像个放大器。 

将图 14-11 中的/ ■型和 n 型材料对换也可以做成晶体管。于是我们得到所谓的 
晶体管。在晶体管中，大部分电流由电子携带，这些电子从发射极流入基极并由此流 
到集电极。显然，如果将电极的电势选取相反的符号，我们关于 P n-p 晶体管的所有论证同 
样适用于晶体管。 



第 15 章独立粒子近似 

§ 15-1 自旋波 

在第13章中，我们已经求出了关于一个电子或某些其他“粒子”，臂如一个原子的激发， 
穿过晶格传播的理论。上一章，我们把这个理论应用于半导体。但是毎当我们讨论有许多 
电子存在的情形时，我们总是忽略它们之间的相互作用，当然这样做只是一种近似。在本章 
里我们将进一步讨论电子间的相互作用可以忽略这一概念。我们还将趁此机会向读者进一 
步介绍粒子传播理论的某些应用。既然我们一般仍旧忽略粒子间的相互作用，所以在本章 
中除了一些新的应用以外.实际上没有什么新的内容。我们首先要考虑的例子是，当存在着 
一个以上的“粒子”时，仍能相当精确地写出其正确方程的情形。虽然我们不去仔细分析这 
个问题，但是通过这些例子我们能看出这种忽略相互作用的近似方法是如何做出的。 

作为第一个例子我们考虑铁磁晶体中的自旋波。在第2卷第36章中我们讨论过铁磁 
性理论。在绝对零度时所有铁磁晶体内对磁性有贡献的电子自旋都是平行排列的。这些自 
旋之间存在着相互作用能，当所有自旋都向下时，这一相互作用能最低。但是当温度不为零 
时，其中一部分自旋就有机会转向上。在第2卷第36$中我们近似计算了这一概率。现在 
我们将叙述其置子力学理论，这样你可以看出，如果要更严格地求解这个问题，你应该做些 
什么。（这里我们仍旧要作一些理想化，假设这些电子被限定在各自的原子中，而且只有相 
邻的自旋之间才有相互作用。） 

我们考虑这样一种模型，该模型中每个原子的电子除一个以外其余都是成对的，因此所 
有的磁效应都来自每个原子中的一个自旋为1/2的电子。我们进一步设想这些电子被定域 
在晶格的原子座上，这个模型大致对应于金域镍。 

我们再假定任何两个相邻的自旋电子间有相互作用存在，这个相互作用对整个体系的 
能最给出了这样一项 

E =- (15.1) 

i 

式中表示电子的自旋，而求和遍及所有相邻的电子对。当我们考虑氢原子中由于电子和 
质子磁矩的相互作用而引起的超精细分裂时，就曾经讨论过这种类型的相互作用能。那时 
我们把它表示为 • « r p 。 现在,对于给定的一对电子，譬如说位于原子4和原子5的一对 
电子，其哈密顿为一 " ffs 。 对每一对这样的电子都有这样的一项，而哈密顿（正如对经 
典能最所预期的)就是各对相互作用项之和。由于能量含有一 K 的因子，所以正 K 将相当 
于铁磁性，也就是说，当相邻自旋平行时总能量最低。在实际晶体中，可能还有&近邻的相 
互作用项等等，但在现阶段我们没有必要考虑这种复杂的情形。 

有了式 (15.1) 的哈密顿我们就有了——在我们的近似条件下——对铁磁体的完整描 
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述，并且应可由之导出磁化的性质,我们也应能计算由于磁化的热力学性质。如果我们能够 
求出全部能级，则在 温度了 时晶体的各种性质可以由下述统计力学原理求得，即系统处在 
给定能量为£的状态的概率与6_ £ #成正比。这个问题至今尚未被完全解出。 

我们举一个所有原子都排成一条直线即一维晶格的简单例子来说明一些问题。你们很 
容易将这些概念推广到三维的情形。在每一个原子的位置上都有一个电子，每个电子都有 
两个可能的状态,不是自旋朝上就是自旋朝下，整个系统可通过说明所有自旋是如何排列的 
来描述。我们取体系的哈密顿作为相互作用的能量算符。将式 (15.1) 中的自旋矢量解释为 
0 算符(或 a 矩阵），对于线性晶格我们可 写出： 

/? = 2 ~ i - +l . (15. 2) 

为方便起见，在上式中我们将常数写成 A /2。（这样一来，以后的一些式子将和第13章的式 
子完全相同。） 

现在我们要问，什么是这个体系的最低能量状态呢？体系的最低能量状态是所有自旋 
都平行的状态，臂如说所有自旋都向上‘的态。我们可以把这个态写成 ！••• + + + + …〉 ，或 
lgnd >, 就是“基态”或最低能3态。我们不难算出这个态的能量。一种办法是用毛和 
S , 表示出 所有* r 矢嫩，再仔细算出哈密顿的每一项在基态时的值，然后把结果相加。其实 
我们也可使用一个好而简捷的方法。在 §12-2 中我们已经知道•孑可以用泡利自旋交 
换算符来表示，如 


A = (2 P ” S * 一 1), 05.3) 

式中算符 P 纟的作用是交换第《_个电子与第 j 个电子的自旋。把这个表示式代入式 
(15. 2), 哈密顿就 成为： 

P 一冬 ( PW - j ). (15.4) 

现在要计算不同态的情形就容易了。例如，若〖和> 这两个电子的自旋同时向上，则交换自 
旋并不会引起任何变化，那么作用于该态上又回到同一态，这与乘以+ 1等价。因此表 
示式 ( P , -1/2) 正好等于1/2。（从现在开始我们省去 P 的上标。） 

对于所有自旋都向上的 基态; 如果你们交换一对特定的自旋，你们仍旧回到原来的态。 
基态是一个定态。如果把哈密顿作用在这个态上，得到的又是这个态再乘上一个求和项，每 
一对自旋态提供一 A /2。这就是说，在体系的基态能置中每个原子提供一 A /2。 

下面我们考虑某些激发态的能量。相对于基态来测量能量是很方便的，这就是说选择 
基态作为我们的能置零点。为了做到这一点，我们可以对哈密顿中的每一项加上能量 A /2。 
这样正好把式 （15. 4) 中的“1/2”变成“1”，因此新的哈密顿为 

/? 05.5) 


• 这里的基态实际上是“简并”的，还有其他的状态也具有同样的能置，例如所有自旋都朝下，或者都 
指向任意别的方向。在*方向上加一很小的外磁场后将使所有这些状态具有不同的能量.那末我们这里 
所选取的状态就是真正的基态。 
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使用这个哈密顿，体系最低态的能量为零，（对于基态 来说） 自旋交换算符相当于乘以1,正 
好把每一项中的“1”消去。 

为了描述基态之外的其他态，我们需要一组适当的基础态。一种较方便的处理方法是 
这样的，按照一个电子自旋向下，或两个电子自旋向下……等等对态进行分组。当然，一个 

电子自旋向下的态有很多，这个向下自旋可能位 
于原子“4”，或原子“5”，或原子“6”……等等。事 
实上我们可以选这样的态作为我们基础态，我们 
可以把它们写成：|4〉，|5〉.丨6> ……等。但是为 
了以后方便，我们也可用其坐标 x 来标记这个具 
有自旋向下电子的 ••特 别的原子”。也就是说，我 
们把态1^>定义 为：除 了位于 x s 处的原子的电子 
自旋向下外,所有其他电子的自旋都向上（参看图 
15-1)。一般说来 ， l ： r .> 是有一个向下自旋的态， 
该向下自旋位于第 n 个原子的坐标 or . 处。 

(15. 5) 式的哈密顿对态 U s 〉 的作用结果是什么呢？臂如说哈密顿算符中_ A ( P 7 8 _ 1) 
这一项，其中算符&_，是交换7、8两个相邻原子的自旋，而在态 | x s > 中这两个原子的自旋 
都是向上的，所以它的作用并没有改变什么,/ V ,只相当于乘以1: 

P?.i I x s ) = l 

由此得到 （ p 7 • — 1> Us 〉= 0. 

于是，哈密顿中除了包含原子5的那些项以外，其余所有的项作用于 |: r s > 后都为0。芬符 
l . s 对态 k 5 > 的作用使原子4的自旋（向上)和原子5的自旋（向下）作了交换，结果得到除 
了原子4的自旋向下外，其余所有原子的自旋都向上的态，即 

P,.s I :s 〉 = 丨 ■!•〉. 

同理 P 5 ., I X 5> = I 

因此，哈密顿中只留下 一 A ( P < S -1) 和 一 A ( P S ,-1)两项，它们对 |_ r s > 的作用.分别得到 
-A | x ,〉+ A 丨 x s 〉 和一 A 丨 x t ) + A | xs >. 最后的结果为 

/? I X S > =— — J ) I x s ) =— A | I x ,> +| X ,) — 2 I x 5 >|. (15. 6) 

当哈密顿作用在态 k s > 上时，它给出了一些处在态和的振幅，这就意味着向下 
的自旋跳跃到相邻原子上具有一定振幅。由于自旋之间的相互作用，如果开始时某一个自 
旋向下，那么在以后的时刻，另一个原子代替它变成自旋向下就有一定的概率。将哈密顿作 
用在一般态上就 给出： 

^ U -> = _ A | | x . +1 >+| j :._,> —2| x .)|. (15. 7) 

这里要特別注意，如果我们所取的是只有一个自旋向下的态的完全集，则它们将只在它们本 
身之间混合。哈密顿绝不会把这些态同其他具有多于一个自旋向下的态混合。你们只能交 


内 
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图 1 S-I —线性排列的自旋体系的基础 
态 U s >。 其中除位于: r s 的一个自 
旋向下外，其余的自旋都向上 
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换自旋，你们就绝不要改变总的向下自旋的数目。 

使用哈密顿的矩阵记法是方便的，臂如说 H ... = < x . | /? I : r „〉 ； 方程式 （15. 7) 等 

效于 

H ... = A , 

=- A , (15 . 8) 

= 0，当 | ” 一 m |> 1. 

现在我们要问，对于具有一个自旋向下的那些态的能级是怎样的呢？和往常一样，我们 
令 C , 为某个态|0〉处于态 | x ,> 的振幅。如果|^>是一个具有确定能量的态，则所有的 C . 必 
定以相同的方式随时间变化，即 

C . = (15.9) 

我们可以把这个试解代入通常的哈密顿方程中 

= E H *- C - 05.10) 

同时使用式 (15. 8) 的矩阵元。当然我们得到无限多个方程，但可以把它们都写成如下 形式： 
Ea . = 2 Aa , — Aa .- i — Aa ,^. (15.11) 

这样我们又得到了与在第 13 章中已解出的完全相同的问题，不过那里是 E 。 而现在是 2 A 。 
相应于振幅 C . 的解 （ 自旋向下的振幅）是以传播常 tt 6和能*为 

£= 2 A (1 — costo ) (15.12) 

的沿晶格传播的波。式中6是晶格常数。 

具有确定能量的解与自旋向下的“波”一称为“自旋波”——相对应，对于每个波长，有 
—个相应的能《。对于长波长(小的纟），其能量按下式变化 

E = Ab l k l . (15.13) 

和以前一样，我们可以考虑一个定域的波包(不过其中只包含长波长），它相当于在晶格中某 
一部分的一个自旋向下的电子。这个向下自旋表现得像一个“粒子”。因为它的能量与 ♦的 
关系由式 (15. 13) 描写，这个“粒子”具有有效 质量： 

m *<* = 2 Ab 1 ' (15.14) 

有时我们把这些“粒子”称为“磁波子”。 

§ 15-2 双自旋波 

现在我们讨论存在两个向下自旋的情形。我们还是要选取一组基础态，选择在两个原 
子的位罝上有向下自旋的那些态，如图 15-2 所示。我们可以用两个向下自旋的位置的坐标 
工来表示这个态，图 15-2 中所示的态可写成|心， : r s >。 一般说来，基础态为 Ia , 这是 
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—个二重无限集！在这套描述体系中，态 U ,, x 9 > 
和态 U 9 , 是完全相同的态，因为这两个态都只 

是说在位置4和位置9处各有一个向下的自旋， 
它们的次序并没有什么意义。此外，态是 
无意义的，并不存在这种情况。我们可以这样来 
描述任何一个态10:即给出它在每个基础态的振幅。如此， C ... = < x „ , x . | ^)表示处于 
态 I 必的系统在第 m 个原子和第 n 个原子同时具有向下自旋这种态中的振幅。现在所出现 
的这种复杂性并不是概念上的复杂，仅仅是簿记的复杂性而已。（量子力学的一个复杂性就 
在于登录记号法。随着向下自旋越来越多，我们所用的记号也因含有大量标记而变得越来 
越复杂，方程式也总是令人望而生畏，其实概念并不比最简单的情形复杂多少。） 

这个自旋系统的运动方程是一组关于的微分方程。它们是 

(15.15) 

•I 

假定我们希望求出该系统的定态，和往常一样，把对时间的微商变成 E 乘上振幅，而可 
以用系数代替。接下来我们必须仔细地算出 H 对自旋 m 和”向下的这个态作用的结 
果。这种计算并不困难。暂时假定饥和《相距甚远，这样我们就不必为显而易见的麻烦而 
操心。对位于 A 处的向下自旋的交换操作是将向下自旋或者转移到第 n + 1 个原子或者移 
到第 n — 1个原子上去。所以有一个振幅是现在的态来自态右 + ,>,也有一个振幅来自 
态 I , a :,-, 〉。或者也可能是另一个自旋在交换，就是 C „ ..来自 C . +1 .. 或 Cm . ,,都有一定 
的振幅。所有这些效应都应是相等的。 M 后关于 C „ .，的哈密顿方程为 

Ea m ,. =— A ( a _ + i ,. + < J «. ,+i + a ». .- i ) + iAa„, (15. 16) 

这个方程是正确的，但下面两种情况除外 ：如果 m = n, 则方程根本不 存在； 如果 m = 
n ± l , 则方程式 （15. 16) 中有两项应去掉。我们将不去考虑这些例外情形。我们暂不理会 
这些方程中有少数要稍加改动这一事实。且我们有无限多 
项，所以忽略很少几个不会有多大关系。那么作为粗略的一级近似，让我们忘掉那些改动过 
的方程，换句话说，我们假定方程式 (15. 16) 对所有 m 和^，即使它们相差1也无所谓。这就 
是我们的近似方法的本质部分。 

即得到 



c... = a ... e - 1B/, , 

(15.17) 

而 

a-.. = (常数) 

(15.18) 

式中 

E = 4 A — 2 Acos k'b — 2 Acos k 2 b. 

(15. 19) 


至此我们可以想一想，如果我们有两个 独立的 、分别对应于 i =怂和 * =的$自旋波 
(如上一节中的情况）,将会出现什么情况呢 PSi 式 (15. 12), 它们具有能量 



图 IS -2 具有两个向下自旋的状态 


及 


( x = (2 A — 2 Acos k,b) 
(t = (2A — 2 Acos k 2 b). 
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注意，式 （15. 19) 中的能置£只是它们之和，即 

£ = <(*,)+,(*：). (15.20) 

换句话说,我们可以这样来考虑我们所得到 的解: 有两个粒子，也就是两个自旋波,一个粒子 
具有以 h 描述的动量，另一个粒子具有用 h 表示的动量，体系的能置就是这两个粒子能 M 
之和,这两个粒子的作用是完全独立的。对于这个体系就只有这些。 

当然，我们已经做了某些近似,但是我们现在并不想讨论答案的精确性。不过，你们也 
许猜想到，在一个适当大小的晶体中包含着数十亿个原子，因此在哈密顿中就有数十亿项， 
丢掉几项并不会造成很大的误差。要是我们有很多向下的自旋，以致向下自旋的密度相当 
大，那么我们就得考虑修正了。 

[有趣的 是：如 果只有两个向下自旋，就可以写出精确的解。这结果并不特别重要，但是 
引起兴趣的是对于这种情况的方程可以精确求解。这一 解为： 

a m ., = exp [ i ^,( x . 4- x.)]sin (* I x „ — x . | ), (15. 21) 

而能量为： E = 4 A — 2 Acos k,b 一 2 Acos k t b, 

波数 怂，々与*,, h 的关 系为： 

k , = k ,- k , k 2 = k ,+ k . (15.22) 

这个解包含了这两个自旋的“相互作用”，它说明当两个自旋互相 ft 近时就有一定的敗射机 
会，自旋表现得很像具有相互作用的粒子。但是,有关它们散射的详细理论超出了我们想要 
在这里讨论的范围。] 


§ 15-3 独立粒子 

在上节中，我们已经写出了两个粒子系统的哈密顿式 （15. 15)。然后取近似，这近似相 
当于忽略两个粒子间任何“相互作用”，我们求得了由式 （15. 17> 和 （15.18) 所描述的定态，这 
个态正好就是两个单粒子态的乘积。然而，我们对于式 （15. 18) 中的解实在并不满意。 
我们早就谨慎地指出，态 k ,, x 4 〉 与 Ia , 而〉并$区别 一 x . 和 a 的次序没有什么意义。 
—般来说,如果我们交换和: c . 的值，振幅..的代数表达式必须不变。因为这种交换 
并不改变状态，不管怎么说，它应代表在 x _ 处及; r . 处各找到一个向下自旋的态的振幅。但 
是要注意，由于 t 和 h 通常是不同的，式 （15. 18) 对％和 x . 并不对称。 

问题在于我们没有使式 （15. 15) 的解一定要满足这个附加条件。幸好这个问题很容易 
解决。首先我们注意到，该哈密顿方程的一个解 

a... = Ke a » x - e - '*- (15. 23) 

与式 （15.18) —样好，甚至其能量也与式 （15. 18) 所得的能量相同。式 （15. 18) 和 （15. 23) 的 
任何线性组合也是一个很好的解,其能量仍由式 （15. 19) 给出。由于对称性要求，我们所应 
选取的解就是式 （15.18) 和式 （15. 23) 之和： 


(15.24) 
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现在，给定任何 （， 和振幅 C -., 和我们安置: c - 和 a 的方式无关——如果我们恰巧把 
和 A 规定反了，我们仍然得到相同的振幅。我们用“磁波子”解释方程式 （15.24) 结果就不 
同，我们不能再说该方程表示波数为 I 的一个粒子和波数为 h 的第二个粒子。振幅式 
(15. 24) 表示具有两个粒子(磁波子）的一个态。这个态的特征由两个波数和 h 来表征。 
我们的解看上去很像是由一个动量为的粒子和另一个动量为 Pz = hk , 的粒子组 
成的复合态，但是我们不能在这个态中指出哪个粒子是哪一个。 

至此，读者应该从这些讨论中回忆起第4章以及我们关于全同粒子的描述。我们刚才 
正好证明自旋波粒子一磁波子——的行为像全同玻色子。所有的振幅对两个粒子的坐标 
来说必须是对称的一这等于说,如果我们“交换两个粒子”，我们将回到同样的振幅并且具 
有相同的符号。但是，你们可能会想，为什么我们在构成式 <15. 24) 时选取两项相细的方式？ 
为什么不把这两项相减？采用减号时，交换 X - 和 a 只不过改变..的符号，这有什么 
关系。但是交换 A 和: r . 并没有引起任何改变—晶体中的所有电子仍旧位于原来的地 
方，甚至振幅的符号也没有理见，磁波子的行为像玻色子 • 。 

上面的讨论主要有两 点：第 一，告诉你们一些有关自旋波之事；第二，向读者揭示一种 
态，它的振幅是两个振幅的乘积,它的能 S 是相应于这两个振幅的能量的和。对于独立粒子 
来讲，振幅相乘，能量相加。你们不难理解为什么能量是求和。能量是虚指数中 
它与频率成正比。如果有两个粒子正在做某些事情，一个具有振幅 •，而 另一个具有振 
幅 •，如 果这两件事情一起发生的振幅是各个振幅之积，在这乘积中就出现一个频率， 
它是两个频率之和，与振幅乘积相对应的能量是两个能置 之和。 

我们通过相当冗长的论证来向你们说明一件简单的审情，当你们不考虑粒子间的任何 
作用时，就可以把每个粒子#成是独立的。这些粒子可以各自存在于它们单独存在时所具 
有的各种不同的状态中，每个粒子都贡献出它们单独存在时所具有的能盪^然而你们必须 
记住，如果它们是全同粒子，则它们会表现为不是玻色子就是费米子，这由具体问题来定。 
例如，把两个额外的电子加到晶体里去，它们就会表现得像费米子。当交换这两个电子的位 
H 时，其振幅必定改变符号。在相应于式 （15. 24) 的方程中，在右边的两项中间就应该有一 
个负号。因而两个费米子不可能处在完全相同的情况中一具有相同的自旋和相同的 I 
这种态的振幅为零。 


§15-4 苯分子 


虽然量子力学提供了确定分子结构的基本定律，但是这些定律只能精确地用在最简单 
的化合物上。因此化学家们设计出各种近似方法来计算复杂分子的某些性质。现在我们要 
对你们说明的是有机化学家们是怎样应用独立粒子近似的。我们从讨论苯分子开始。 

在第10章中我们从另一种观点讨论苯分子，在那里我们对分子采用的是双态系统的近 
似图像，它具有如图 15-3 所示的两个基础态。苯分子有一个由6个碳构成的环，每个碳原 


* 一般说来，我们所讨论的这类准粒子，其行为或者像玻色子，或者像费米子，而对自由粒子来说，具 
有整数自旋的粒子是玻色子，具有半整数自旋的粒子是费米子。“磁波子”代表一个自旋向上的电子转成 
自旋向下，它自旋的变化为1。磁波子具有整数自旋.它是玻色子。 
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子上键联着一个氢原子。按照惯用的价键图像，我们必须假设碳原子之间半数是双键，而在 
最低能量的条件下,双键的分布有如图所示的两种可能形式。当然还有别的能量较高的态。 
当我们在第10章讨论苯分子时，我们只采用这两个态,并没有考虑别的态。我们发现分子 
的基态能量并不是图中所示的任一态的能量.而是比这个态的能量低了一个量值，该量值与 
从其中一个态跃迁至另一态的振幅成正比。 



BB 15-3 第10章中采用的苯分子的两个基础态 


现在我们从完全不同的观点一用不同的近似方法来考察这种分子。这两种观点将会 
给我们不同的答案，但是如果我们改进任何一种近似方法，我们都应得到正确的结果，即对 
苯分子的有效描述。然而，如果我们不肯费心去改进它们，当然通常往往如此，那么你们就 
不应该为这两种描述不完全一致而感到惊奇。我们至少将用新的观点来证明，苯分子的敁 


低能 tt 比如图 15-3 所示的任一个三键结构要低。 

现在我们采用下面的图像 ：我们 设想苯分子的6个碳原子仅以单 
键相联，如图 15-4 所示。由于一个键代表一对电子，在上述图像中我 
们已去掉了 6个电子，它是一个六®电离的苯分子。现在我们来考虑 
把这6个电子放回去会发生什么情况,我们一次放回1个电子，并想象 
每个电子都可以环绕这个环自由运动。我们还假设图 15-4 所示的所 
有铤都满足了，没有必要对之作进一步的 考虑。 

当我们把1个电子放回到这个分子离子时会发生些什么呢？当 



BB 15-4 去掉6个 

电子的苯环 


然它可能落在环的6个位 H —相当于6个基础态——中的任何一个上。它从一个位 g 跑 


到相邻的 位置上 去应该有一定的振幅，比方说为 A 。 如果我们分析这些定态,就会有一些可 
能的能级。这仅仅是对一个电子而言。 

接下来把第二个电子放进去，现在我们作一个你所能想象到的 g 荒谬的近似——-个 
电子的行为并不影响另一个电子的行为。当然它们实际上是有相互作用的，它们通过 if 
力相互排斥，此外当这两个电子在同一位置时，它们所具有的能屋必定与只有一个电子在那 


里时的能量的两倍有很大的差别。当只有6个位罝，特别是当我们要放进第6个电子的时 
候，独立粒子的近似确实是不合理的。但是，有机化学家们已经能从这种获得许多 


知识。 

H \ _ / H 在我们对苯分子作出详细计算之前，让我们考虑一个更简单的例子一 

/ C ~ C \ 乙烯分子，它只有两个碳原子，在每边都各有两个氢原子，如图 15-5 所示。 

H H 这分子有一个含有两个电子的“额外”的价键，处在两个碳原子之间。现在去 

图 is - s 乙嫌掉这两个电子中的一个，我们得到什么呢？我们可以把它看成是一个两态系 
分子 统——留下的一个电子可以位于这个碳原子或者另一个碳原子旁。我们可 
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以把它作为一个双态系统来分析。这单个电子可能具有的能量是 （ E 。 _ A ) ,或（£。+ A > , 
如图 15-6 所示。 




E 0 


以 | - 

图 15-6 乙烯分子中“额外”电子 
可能的能级 


- 

E 0 - 

^ 本 t 

BB 15-7 在乙烯分子 的额外价键中 ，可以有两个电子 
(—个自旋向上,一个自旋向下） 占据最低能级 


现在我们加进第二个电子。好，如果我们有两个电子，我们可以把第一个电子放在较低 
的态，而把第二个电子放在较高的状态。不太对，我们忘记了某些事情。每一个状态实际上 
是双重的。当我们说存在一个能 M 为的可能状态时，实际上有两个。如果一个电 
子的自旋向上而另一个电子的自旋向下的话,则这两个电子可以进入同一个态。（由于不相 
容原理，不能再放入更多的电子。)所以实际上能*为 ( E 0 - A ) 的可能状态有两个。我们可 
以画一个图，如图 15-7 所示,它既表明能级，又表明这些能级被占据的情况。在最低 能晨条 
件下，两个电子以相反的自旋一同处在最低状态。如果我们忽略两个电子的相互作用，那么 
乙烯分子的额外价键的能 M 是2(£„ 一 A )。 

现在让我们回过头来讨论苯。图 15-3 中的两个态的每一个都有3个双键。每个双键 
都像乙烯中的键，每个双键贡献 2( E 。 的能量。其中 E 。 是把一个电子放入苯中某个位 
1的能是这个电子跃迁到相邻位置上的能最。所以能最大致应为 6( E 0 ~ A ) 0 但是我 
们在以前研究苯分子时，得出的能量比有3个额外价键结构的能量更低。让我们来看看，根 
据我们的新观点，是否苯分子的能量比3个价键的更低。 

我们从六重电离的苯环开始讨论，并加进一个电子。现在我们有一个6个态的系统。 
虽然我们还没有解过这类系统的问题.但是我们知道怎样去解，我们可以写出含有6个振幅 
的6个方程等等。但是让我们省一些劳动——我们注意 到：当 我们算出无限原子线列中的 
一个电子问题时,我们已经解决了这个问题。当然，苯并不是无限长的直线，它有6个原子 
组成一个环。但是我们设想打开这个环，把它拉成一直线，并且将沿此直线的原子从1到6 
予以编号。在无限长直线的情况下，下一个位置应是7。但是如果我们坚持认为这第七个 
位罝和第一个位置全同，并以此类推，那么情况就和苯环完全相同了。换句话说，我们可以 
使用无限长直线的解，但 有一个附加的要求 是这个解具有6个原子长的周期性。在第13章 
中我们已知道，处于一直线上的电子，当它在每个位置上的振幅 Seh = e - 时，它就具有 
确定能量的状态。对于每个能量为 
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E = E 0 — 2 Acos kb. (15. 25) 


我们现在只要那些每6个原子就重复的解。让我们先讨论 iV 个原子的环这种一般的情况。 
如果这个解具有 N 个原子长度的周期性，则必定为1,或者, W 7 V 必定是 2> t 的整数倍。 
令 s 表示任一整数，于是上述条件为 

kbN = 2«. (15.26) 

以前我们就已知道，取士 Tt / fe 范围以外的 * 值是毫无意义的。这意味 着：我 们取士 N /2 范围 
内的 S 值就得到所有可能的状态。 

我们发现,对于这 N 个原子的环来说，存在 N 个确定能量的 状态* ，这些态的波数由下 
式给出 

=盖. (15.27) 

每个态的能》由式 (15.25) 给定。我们得到了所有可能能级的一组线状谱。苯 （iV = 6> 的 
能谱如图 15-8( b ) 所示。（括号里的数字表示具有相同能置的不同状态数目。） 

有一个使这6个能级形象化的好方法，如图 
15-8( a > 所示。想象一个圆.其圆心在能 M 为 E 。 

的能级上，半径为 2 A 。 如果从这圆的底部开始 M 
出6个相等的弧（在从底点量起角度为= 

2 w / N ，对苯来说为2>»/6),那么图上这些点的垂 
直商度就是式 （15. 25) 的解。6个点代表6个可 
能的状态。0低能级为 （ E 。一 2A ), 有两个态具 
有相同的能 M ( E 。 一 A ), 等等~。这些都是一个 
电子可能具有的状态。如果电子数超过1个，那 
么每个态可容纳具有相反自旋方向的两个电子。 

对于苯分子来说，我们必须放进6个电子。 

对基态来说，它们要进入可能 最低的 能量状 
态一两个电子处在* = 0,两个电子处在*=+1,另两个电子处在 S =_ l 。 按照独立粒子 
近似,该基态能置为 

£* = 2(£ 0 -2 A ) + 4( E 0 - A ) = 6 E 0 - 8 A . (15.28) 

这个能《的确比3个分开的双键能置要少 2 A 。 

将苯和乙烯的能量加以比较，就可确定 A 。 结果为 0.8 eV , 或者用化学家们喜欢的单 
位,每摩尔18千卡 （1 千卡= 4 186.8 J >。 

我们可以用上面的叙述来计算或了解苯的其他性质。例如，利用图 15-8, 我们就可以 
讨论苯被光激发的情形。如果我们试着去瀲发苯中的一个电子，那会出现什么情况呢？这 
个电子可以跳到一个空着的较高的能量状态上去。最低激发能置应是从最高的被占据能级 



B 1 S -8 具有6个电子位置的 
环的能级（例如 ：苯环 > 


• 你们可能以为当 N 是偶数时会有 N + 1 个态。其实并非如此.因为给出相同的态。 

•• 如果有两个态(它们具有不同的振幅分布）具有相同的能 *. 我们称这两个态是“简并”的。要注意， 
可以有 t ± 电子具有能置 E 。一 A 。 
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跃迁到最低空能级的能量，这需要能量 2A 。 当心 = 2A 时，苯将吸收频率为 v 的光。苯也 
会吸收能量为 3A 和 4A 的光子。不用说，苯的吸收光谱已经测量过了，谱线图多少与我们 
的分析相符,只是最低的跃迁在紫外区。为了和实验数据相吻合, A 的值应选取在 1. 4〜 
2.4eV 之间。这就是说 .A 的数值比根据化学结合能预料的要大两到三倍。 

对于这种情况，化学家的处理方 法是： 分析许多同类的分子，从中得出一些经验规则。 
例如，他知 道：为 了计算结合能，要用某一个 A 值，但为了得出大致正确的吸收光谱要用另 
外一个 A 值。你们可能感到这听起来有点荒谬。从试图根据第一原理来理解自然界的物 
理学家的观点来说.这种方法不是很令人满意的。但是化学家面临的问题却不同。对于目 
前尚未制造出来、或者尚未完全了解的分子，化学家在事前必须试着对它们的性质进行猜 
测。他所需要的是一系列经验规则，至于这些规则是哪里来的则无关紧要。所以他应用理 
论的方式与物理学家很不相同。他所选用的方程式中含有真理的影子，但是他必须改变其 
中的常数——作出经验修正。 

就苯来说，与实验不一致的主要原因是我们假设电子是独立的一我们作为出发点的 
理论实际上并不合理。然而，它包 含着某 些真理的影子，因为它的结果似乎是对路的。有机 
化学家在选作研究对象的那些复杂事物的困境中.就是利用这样一些方程再加上某些经验 
规则（包括各种例外悄况)奋力进行的。（不要忘记，一个物理学家之所以能够从第一原理出 
发真正计算一些东西，是因为选择的都只是一些简单问题，他从来没有解决过那些具有42 
个或者即使是只有6个电子的问题。至今，物理学家所能作出梢确、合理的计算的仅仅是氢 
原子和宽原子 ■>) 


§15-5 其他有机化学分子 

现在让我们来吞看，怎样才能用这些概念来研究其他分子。考虑像丁二烯 （1, 3) 这样 
的分子，在图 15-9 中按照通常的价键图画出了这个分子。 



图 is-9 T 二 *(1. 3>分子的价键图 


ooooo// oo 

1 2 3 4 5 . . . AT-1 N 

B 15-10 N 个分子排成一直线 


对于与两个双键相对应的4个额外电子，我们可以用同样的处理方法。如果我们去掉 
这4个电子，就剩下位于一直线上的4个碳原子。你们已经知道如何解决一条直线的问题 
了。你们会说，"啊，不,我只知道如何解 无甩长 直线的问题。”但是无限长线的解也包括有限 
长线段的解。注意.设在一直线上的原 N, 并将原子按1到 N 编号如图 15-10 所 
示。在写关于位 S 1的振幅方程中你可以不写位 S0 提供的项。同样，有关位置 A/ 的振幅 
方程也和无限长情况的方程不同，因为现在不存在由位置 N+1 提供的任何项。但是，这要 
假定我们能够得到具有下述性质的无限长线的 解:位 于原子0处的振幅为零，位于原子 N + 1 
处的振幅也为零。那么这些解就能满足有限长线上从1到 N 的所有位置上的方程组。你 
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们可能认为对无限长线不存在这样的解，因为我们的解都是 e * ■■那种样式，它在每个地方 
都有相同的振幅绝对值。但是你得 记住： 能量只和丨的绝对值有关。因此对于相同的能 
量， e — 141 ■是另一个同样合理的解。这两个解的任何叠加也具有相同的能量。把上面的两 
个解相减，我们可以得到解 sin ,它满足在 I = 0处振幅为0这一要求。这个解仍对应于 
能量（£。一24«> 5 姑）。现在只要适当选取《值,我们就可使振幅在1^ 1 处也为零。这要求 
+ ■是 n 的整数倍，或者 


kb = 


(15.29) 


(N + IY 

式中 S 是从1到 iV 的整数。（这里我们只选取正的々值，因为每个解都包括+々和 一々; 改变々 
的符号又给出同样的态。）对于丁二烯分子来讲， 

N = 4, 所以有4个态，其々值由下式决定 


kb = 


2 n 3 tt 


(15.30) 


我们也可用一个与苯的情形相似的圆来表示能 
级。这次我们用分成5个相等部分的半圆，如图 
15-11 所示。位于底部的点对应于 s = 0,它根本没有 
给出什么态，顶上对应于 s = N +1 的一点也是如此。 

剩下的4点给出了 4个允许的能》。 一共有 4个定 
态,我们从4个基础态出发所期望的正是这一情况， 

在圆图中，各个角度间隔为 tt /5 或36°。敁低能《为 
(EO — 1.618 A )。 （啊，多奇妙的数学方法！按照这个 
理论，希腊人•的黄金分割给了我们丁二烯分子的 ® 

低能置态!) 

现在我们就可以计算出放进4个电子后丁二烯分子的能 ft 。 我们用4个电子填满 a 低 
的两个能级，每个能级上有两个自旋相反的电子。总能最为 



E = 2( E 0 - 1. 618 A ) + 2( E 0 - 0. 618 A ) = 4( E 0 - A ) - 0. 472 A . (15.31) 

这个结果看来是合理的。这能 S 比两个简单双键的能量略低一些，但是结合力没有苯那样 
强。不管怎么说，这是化学家分析某些有机分子的方法。 

化学家不但能够利用能置，而且能够利用概率幅来分析问题。知道了每个态的振幅以 
及哪些态被占据,他们就能说出在分子中任何地方找到一个电子的概率。电子最可能出现 
的那些地方，是适合于需要和其他原子团共有一个电子的化学取代中发生反应的地方，别的 
位置则更可能在取代反应中有产生额外电子给系统的倾向。 

上面的这些概念也能使我们对叶绿素这样复杂的分子也有所了解，图 15-12 所示为叶 
绿素 的一种 结构。注意,我们用粗线画出的双键和单键构成了具有20个间隔的大闭合环， 
双键上的额外电子可以沿着这个环运动。用独立粒子方法，我们可以得到一整套能级，在光 


• 如果一个长方形可以分割成一个正方形再加上一个和原形相似的长方形，那么这个长方形的两个 
邻边之比就称为黄金分割。 
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谱的可见光部分出现这些能级之间的跃迁所产生 
的强吸收线，这使这种分子具有鲜明的色彩。类似 
的复杂分子，诸如与使树叶等变红的叶黄素，也可 
以用同样的方法来研究。 

另外一个概念是从这类理论在有机化学的应 
用中出现的。它或许是最为成功的，或者至少在某 
种意义上说是最精确的。这个概念和下面的问题 
有 关:在 什么条件下我们才能得到特别强的化学键 
联？回答是很有趣的。首先以苯为例，我们设想事 
件发生的次 序为： 从六重电离分子开始，然后逐步 
增加电子。于是我们会想到各种苯离子一负的 
或正的。假定我们把离子（或中性分子）的能置作 
为电子数目的函数来作图。如果我们取£：。= 0(因 
图 1 S -12 —个叶绿索分子 为我们不知道 E 。 是多 少）， 我们得到如图 15-13 所 

示的曲线。对于最早放入的两个电子，函数的斜率 
是一条直线,对于相继放入的每一组电子，斜率增加，而各组电子之间的斜率是不连续变化 
的。当我们刚好填满了一组能量相同的能级，而必须把电子填到下一组能量较高的能级上 
去的时候，斜率就要改变。 

实际上苯离子的能 tt 与图 15-13 的曲线有很大的差异，这是因为有被我们忽略掉的电 
子间的相互作用和静电能存在。然而，这些修正将以颇为平稳的方式随《而变化。即使我 
们对所有这些都进行了修正，所得出的能置曲线在正好填满某一能级的 n 值处仍有拐折。 


围 15-13 当图 15-8 中的最低能态被"个电子 m 15-14 用一条光滑曲线联结图 15-13 的点。具有 
占有时，所有电子能置的和 （取 E. =0) n = 2. 6, 10的分子比别的态更稳定 

现在考虑适合于各点平均的 一条非 常光滑的曲线，如图 15-14 所示。我们可以说，这曲 
线上面的各点具有“比正常值高”的能量，而曲线下面各点具有“低于正常值”的能量。通常， 
我们可以预料，低于正常能量的那些组态有较高的平均稳定性——从化学上说。注意，那些 
远低于曲线的组态总是出现在直线线段的端点，换句话说，总是出现在有足够电子正好填满 
所谓的“能量壳层”的情况中。这是理论很准确的预言。当分子或离子中可供填充的电子刚 
好填满能量壳层时，这个分子或离子（与其他类似的组态相比较)就显得特别稳定。 

这个理论解释和预言了一些非常奇特的化学事实。作为一个非常简单的例子，我们考 
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虑一个由3个碳原子构成的环。几乎很难令人相信，化学家能够制造出三环并且它是稳定 
的，但是的确已经制成了。3个电子的能量圆画在 15-15 中。现在如果你们把两个电子放 
至较低能态中，这只是3个所需的电子中的两个。第三个电子必须放在高得多的能级上，根 
据我们的论证，这个分子不应该特别稳定，而双电子结构应该是稳定的。事实上 ：中性 三苯基 
环丙烷基分子确实很难制成，但是图 15-16 所示的正离子就相对地比较容易制造出来。实际 
上制造三环绝非易事，这是因为当一个有机分子中的键构成一个等边三角形时,总是有很大的 
应力。要制造一个稳定的化合物,就必须用某种方法使其结构稳定。不管怎样如果在3个角 
上加上3个苯环，那么就能够构成一个正离子。（加苯环的理由至今还没有真正搞懂。） 




m 15-16 三笨基环丙烷基正离子 


具有5个边的环也可以用类似的方法来分析。如果你们画出它的能级图，就可以定性 
地看出6个电子的结构应是一种特别稳定的结构，所以这样一种分子应该在成为负离子时 
M 为稳定。现在5环已为大家熟知.也容易制造，并且总是作为负离子存在。同样，你们可 
以很容易地证实环或8环并不令人很感兴趣，但是，14环或10环一类似6环一的中 
性分子也应该是特别稳定的^ 

§ 15-6 近似方法的其他应用 


我们将对另外两种类似的情况作些简单的描述。在考虑原子的结构时，我们认为电子 
依次填充各个壳层。电子运动的薛定谔理论只有对单个电子在有心力场中运动的情形才能 
较容易地求解，所谓有心力场就是随到某一点的距离变化而变化的场。那么我们怎样才能 
知道在一个具有22个电子的原子中所发生的情况呢？！一种办法就是 利用一 种独立粒子近 
似法。首先你们计算只有一个电子时的情形。你会得到若千能级。把一个电子放到最低的 
能最状态。作为一个粗糙的模型，继续忽略电子间的相互作用，而把电子依次填入相继的壳 
层。但是有一种获得更好的答案的方法是计入一至 少以一 种近似的方式一电子所带电 
荷的影响。你们每加一个电子就计算该电子处在各个不同位置的振幅，然后用此振幅去估 
算出一种球对称的电荷分布。用这种分布的场一加上带正电的原子核以及前面加进去的 
那些电子所产生的场——来计算适合下_个电子的态。这样，你就可以对中性原子以及各 
种离子态的能量作出合理而正确的估计。你们会发现这里也有能量壳层，就像我们曾看到 
的环形分子中的电子那样。当原子具有未全部填满的壳层时，该原子就表现出倾向于要获 





236 I 费恩曼物理学讲义（第 3 卷 1 

取一个或更多的额外电子，或者倾向于释出一些电子，以使它进入满壳层的最稳定的状态。 

这个理论解释了元素周期表中所反映出来的隐含在基本化学性质中的机理。惰性气体 
就是具有刚好填满的壳层的元素，特别难以使它们发生化学反应。（当然有些惰性气体还是 
会同例如氟和氧等发生反应，但是这些化合物的结合非常弱，所谓的惰性气体只是近乎惰性 
而已 ，） 比惰性气体原子多一个或少一个电子的原子很容易失去或者得到一个电子而进入特 
别稳定的（低 能) 状态,稳定状态来源于原子具有完全填满的壳层，这些原子是非常活泼的 
+ 1价或 一 1价元素。 

另一种情况出现在原子核物理学中。在原子核中，质子和中子之间的相互作用相当强。 
即使如此，在分析原子核的结构时仍然可以用独立粒子模型。首先在实验上发 现:如 果原子 
核含有某些特殊数目——2, 8, 20, 28, 50, 82—的中子时，这些核特别稳定。含有这些 
数目质子的核也特别稳定。由于起先对这些数字无法作出解释，因此把它们称为原子核物 
理中的“幻数”。众所周知，中子和质子间存在着很强的相互作用，因此，当人们发现用独立 
粒子模型预言的壳层结构得出了前面几个幻数时，感到非常惊奇。这个模型假定每个核子 
(质子和中子)在一个有心势场中运动，这个有心势场是由所有其他核子的平均效应产生的。 
但是这个模型不能给出较高幻数的正确值。后来迈耶 (Maria Mayer ) ,以及雇森 ( Jensen ) 和 
他的同事们各自独立地发现，只要将独立粒子模型加上所谓“自旋-轨道相互作用”，就成为 
—个能给出所有幻数的改进模型。（如果一个核子的自旋与它在核内运动的轨道角动量的 
方向相同，则自旋-轨道相互作用将使这个核子的能《降低。〉该理论甚至能给出更多的东 
西——这个所谓原子核的“壳层结构”图像能使我们预言原子核及核反应的某些 特性。 

独立粒子近似在广泛的学科领域中——固态物理学，化学，生物学，原子核物理学一 
都得到了应用。虽然它往往只是一种粗略的近似，但是它能使我们了解为什么在充层里会 
存在特别稳定的条件。由于其忽略了各单个粒子间相互作用的所有 M 杂性，因此，它往往完 
全不能正确地给出许多 ffi 要的细节，这是不足为奇的。 



第 16 章振幅对位置的依赖关系 

§ 16-1 —维情形的振幅 

现在我们将议论量子力学的概率幅在空间是如何变化的。在前面几章中，你们可能对 
有些事情被忽略感到不太舒服。例如，当我们谈论氨分子时，我们选取了两个基础态来描述 
它。我们选 择氮原 子处于3个氢原子所构成的平面之“上”的情形作为一个基础态，®原子 
处于3个氢原子所构成的平面之“下”的情形作为另一个基础态。为什么我们仅仅挑选这样 
两个基础态呢？为什么氮原子就不可能处于3个氢原子所构成平面之上 2 A ( lA = 10 "> m ) 
处，或者3人或4人处呢？无疑有许多位 g 可供®原子占据。又如当我们谈到氢分子离子 
时（在此离子中两个质子共有一个 电子） .我们想象了两个基础态 :一个 态是电子在第1号质 
子附近，另一个态是电子在第2号质子附近。显然我们略去了许多细节。这个电子并不是 
正好位于第2号质子处，而只是在它附近，它可能在这个质子上面的某个地方，或者下面、左 
面、右面的某个地方。 

以前我们故怠避免讨论这些细节。我们说，我们只是对问题的某些特征感兴趣,所以我 
们想象当该电子在第1号质子附近时.它就处 f 某种相当确定的状态。电子处于这个状态 
时，在质子周围找到它的概率应有某种相当确定的分布，但是我们对此细节不感兴趣。 

我们也可以用另一种方法处理这个问题。在我们关于氢分子离子的讨论中，当我们用 
两个基础态来描述这种悄况时，我们采用的是一种近似描述法。实际上存在着许许多多这 
样的状态。处于质子周围的电子可以占据®低的能 馕状态 ，即基态，但是也还存在着许多激 
发态。对于各个激发态来说，电子在质子周围的分布各不相同。过去我们忽略了这些激发 
态，说是感兴趣的只是低能 S 的情形。然而正是这些激发态提供了电子在质子周围各种不 
同分布的概率。如果我们希望详细地描述氢分子离子，我们就必须把这些可能的基础态也 
考虑进去，要做到这一点可以有几种方法,一种方法就是去详细地考虑那些较仔细地描述电 
子在空间位 H 的状态。 

现在我们准备考虑一个比较复杂的程序，通过给出在一定条件下在任何地方找到电子 
的概率幅，我们就能够详细地讨论电子的位罝。这个比较完整的理论为我们以前讨论中所 
用的近似方法提供了基础。在某种意义上，我们可以把前面的方程作为这种更完整的理论 
的一种近似而推导出来。 

你们可能会感到奇怪，为什么我们不一开始就采用较完整的理论,在讨论过程中再作近 
似处理。我们感到，从双态近似开始，逐步建立更完善的理论，比起用相反的方式来处理这 
一问题，更容易使你们理解量子力学的基本机理。正是由于这一原因，我们处理问题的次序 
和你们在许多书上看到的相反。 

当我们深入研究本章的课题时，你们将会注意到我们正在打破我们以往一直遵循的一 
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个规则。无论我们在研究哪一个课题时，总是试图或多或少给出完善的物理描述一尽可 
能详细地告诉你们这观念通向何处。我们一直既试图去描述理论的一般结果，又试图描述 
某些具体的细节，从而使你们能看出理论会把我们引向何方。我们现在要打破这个规则，将 
叙述怎样才能谈论空间的概率幅，并向你们介绍它们所满足的微分方程，而没有时间去继续 
讨论由这个理论导出的许多明显包含的内容。的确，我们甚至不可能更进一步将这个理论 
与我们早先使用的某些近似公式(例如关于氢分子和氨分子的近似公式)联系起来。就这一 
次，我们只好不把讨论进行到底。我们的课程即将结束，只能满足于试图向你们介绍一般的 
概念以及指出我们至今一直在描述的方法和研究量子力学课题的其他方法之间的关系。我 
们希望给你们足够的观念，使你们能够自己进行学习，并通过阅读各种书箱学到与我们即将 
描述的问题有关的许多含义。我们毕竟得留些内容将来再学。 

让我们再来复习一下已求出的关于一个电子如何沿原子线列运动的问题。当一个电子 
具有从一个原子跃迁到相邻原子的振幅时，存在着具有确定能量的状态，在这些态中找到电 
子的概率幅是以行波的形式沿晶格分布的。对于长波长一即对于波数《之值小的情 
况一态的 能置与 波数的平方成正比。对于间隔为6的晶格，其中电子在单位时间内从一 
个原子跃迁到相邻原子的振幅为 1 A //1. 态的能置与々(对于小的 W 〉 的关系为 


E = 屮. (16.1) 

(参见§ 13-2。）我们也已知道，具有相似能 * 的这样一群波会形成一个波包,这个波包的行 
为与一个具质 M 的经典粒子很相似为 

= 2^2- (16. 2) 

既然晶体中的概率幅波行为像一个粒子，我们完全可以期 望:一 个粒子的一般 tt 子力学 
描述应显现出我们对晶格观察到的相同类型的波的行为。假定我们考虑的晶格在一直线 
上，并且想象晶格间隔6越来越小。在极限情况下我们会想到电子可以处在该直线的任何 
地方。我们就过渡到概率幅连续分布的情况。这样我们就有沿此直线在任何地方找到一个 
电子的振幅。这是描述一个电子在真空中运动情况的一种方法。换句话说，如果设想空间 
能够用无限个非常靠近的点标记出来，并能求得表示一点的振幅与相邻点振幅之间关系的 
方程，我们就得到 了一个 电子在空间运动的量子力学定律。 

让我们先回想一下某些量子力学的一般原理。假定一个粒子可以存在于一个 M 子力学 
系统各种不同的条件中，我们把任何一个可以在其中找到电子的特殊情况称为“态”，并用态 
矢量例如1纟>来表示。其他一些态可以用别的态矢 tt , 例如来表示。我们然后引进基础 
态的概念，说有一组态11〉，12〉，|3>, |4>等等，它们具有如下 性质： 

第一,所有这些态都是完全不同的——我们说它们是正交的。所谓正交意思是指对于 
任意两个基础态 U > 和1)>,表示一个已知处在态1;>的电子同时又处在态|>>的振幅〈门乃等 
于零一当然除非和1)>代表同一个态。我们将此符号表示为 

<i I }) = 8.,. (16.3) 

你们应记住，若 i 与）不等，则 8., = 0;若 i 和）相等，则夂=1。 

第二，这些基础态 | i > 必定是一个完全集，所以任何态都能用它们表述。这就是说，任何 
态 W 〉 都可以由给定的所有振幅〈门0完整地描述，<«_|矜是处在态 V 〉的一个粒子也会在态 
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U> 找到的振幅。事实上，态矢量等于各基础态乘上一个系数后的和，这系数就是态1多〉 
也处在态 U> 的振幅，即 


I ^> = S I «><«• I *). 


(16.4) 


最后，如果我们考虑任何两个态10和4〉.那么要求态10也同时处在态10的振幅，可 
以先将态投影到各基础态上，然后再将每个基础态投影到态4〉上而求得。我们把这写 
成如下 形式： 

I 0> = I *><*' I ^>- 06.5) 

式中的求和当然是对整个基础态的集进行的。 

在第13章中，当我们计算位于一直线排列的原子中的电子情况时，我们曾选取过一组 
基础态，在这些态中电子总被定域于直线上的这个或那个原子上。基础态 U〉 代表电子被定 
域在第”个原子上的情形。（当然，我们把基础态称为而不称为 li〉 并没有什么特别的 
意义。>接》，我们发现用原子的坐标 A 要比用原子在排列中的数字编号表示基础态来得方 
便。态 U，〉 只是书写态 |n> 的另一种方法。然后，遵循一般规则，任何态，比方说|0>,处于 
态的电子也可以用在态中的一个的振幅来描述。为方便起见，我们选用符号 C« 代 
表这 些振幅 

C . = ( x . I i / i ). (16. 6) 

既然，这些基础态与直线上的位？!有关.我们可把振幅 c. 看作是坐标I的函数，并把 
它写成 c(^)。 一般来说.振幅 cu«) 将随时间而改变，因此它也是I的函数。通常我们并 
不费力气去把这种对时间的依赖关 系明显 地表示出来。 

于是我们在第13章中提出 ：振幅 C(u 将以哈密顿方裎[式 (13. 3)] 所描述的方式随时 
间变化。用我们的新符号，该方程为 

= EoC(x.) - AC( r .+ b )- AC ( x . - b ). (16.7) 

上式右边最后两项代表位于第（》+1)个原子或第 U — 1) 个原子的电子可以输送至第 n 个 
原子的过程。 

我们发现式 (16. 7) 具有与确定能量的状态相对应的解，我们把这些解写成 
C(x.) = e ,Bn - e-_. 

对于那些低能置的状态来说，波长较长 (々 较小），且能量与 A 的关系为 
E = ( E ,- 2A )+ Ak ! b \ 

或者，我们这样选取能量的零点，使£。一 2A = 0。那么能 S 就由式 (16. 1) 给出。 

现在我们来看看，要是让晶格间隔6趋于零，但保持波数《不变，可能会发生些什么。 
如果所发生的只是上述情况，则式 （16. 9>中的最后一项正好为零,那就没有物理意义了。但 
是假如 A 和6—起变化，以至当6趋于零时乘积保持恒定^——应用式 （16. 2>,我们将 


(16.8) 

(16.9) 


• 你们可以想象，当这些点 A 相互趋近时，从: Ce , 跃迁到 A 的振輻 A 将增加。 
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把 A 6 2 写成常数 V /2 w > f 9 t 。 在这些情况下，方程式 （16. 9) 将不发生变化，但是微分方程式 
(16. 7) 会出现什么情况呢？ 

首先,我们把方程式 （16. 7) 改写成 

= ( E „-2 A ) C ( x . )+ A [2 C ( x .)- C ( x . + b ) - C ( x . - b )}. (16. 10) 

a I 

对于我们所选取的 E 。， 上式第一项为零。其次，我们可以想象一个连续函数 C (： r ), 它平滑 
地联接每个: r , 处 £：(&) 的固有值。当间隔 6趋向于零时 ，这些点 x . 越来越紧密地靠在一 
起，而（如果我们使 C (: r ) 的变化相当平滑的的量正好同 C ( d 的两阶微商成正 
比，将每一项作泰勒展开后，我们可以写出下列等式 

2 C ( x )- C(x + b )- C ( x - b ) ^- b 1 32 淨) . (16. 11) 

然后，在取6趋于零的极限条件下，保持等于 L 则式 (16. 7) 变成 

ih 3 Cix ) = _^ f _.£!£( x ) (16.12) 

ot 3 j ： 

我们就得到了一个方程,它告诉 我们: CU ) —在 _ r 处找到电子的振幅一的时间变化率 
与在相邻点找到电子的振幅有关,它正比于该振幅对位 H 的两阶微商。 

关于电子在自由空间运动的正确的 M 子力学方程最早是由薛定谔发现的。对于沿一直 
线运动的电子来说，如果用该电子在自由空间的质 tt m 代替则正确的 tt 子力学方程 
就和式（16.12〉的形式 完全- 样。在自由空间中沿一直线运动的电子，薛定谔方 程为： 

㉟ =_fi 學 （ 16 . 13) 

我们无意使你们认为我们已经导出了薛定谔方程，而只是希望告诉你们一种思考这个 
问题的方法。当薛定谔第一次写出这个方程式的时候，他的推导是建立在启发性的论证和 
卓越的直觉猜测上的。他所使用的某些论证甚至是错误的，但是这并没有什么关系,唯一重 
要的是这个最终的方程给出了对自然界的正确描述。我们讨论这问题的目的，只是想告诉 
你们,正确的、基本的量子力学方程式（16.13〉和你们在电子沿着原子线列运动的极限情况 
下所得到的方程具有相同的形式。这意味着我们可以把式 （16. 13>中的微分方程看作是描 
述概率幅沿此直线从一点到相邻一点的扩散。也就是说，如果一个电子在某一点具有某个 
振幅，则过一会，它会在邻近一点具有某个振幅。事实上，这个方程看起来有点像我们在第 
1卷中所用的扩散方程。但是存在着一个主要的 区别： 时间微商前的虚系数使得此方程的 
性质与普通的扩散(诸如气体沿一细管扩散的 情况） 完全不同。普通扩散给出实指数的解， 
而式 （16. 13) 的解却是复波。 

§16-2 波函数 

现在你们对要讨论的将是些什么问题已有了一些概念，我们想从头再来研究描述一个 
电子沿一直线运动的问题，而不去考虑与晶格上原子有关的态。我们要从头开始来看 看：如 
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果要描述一个自由粒子在空间的运动，我们必须用些什么概念。既然我们对沿一连续直线 
运动的粒子的行为感兴趣，那就要处理无数个可能的态，你们将会看到.对于我们为处理有 
限数目的态而发展起来的概念需要作出某些技术性的修正。 

我们从设态矢量 k > 代表一个粒子精确地定位在坐标 x 处的态着手。对于沿直线的每 
一个值，例如 1.73 或 9.67 或 10. 00,都有一个相应的态，我们将取这些态作为基础 
态，而且，要是包括直线上的所有点，我们就有了一维运动的、一个完全集。现在假定我们有 
—个不同类型的态，臂如|0>,在该态中一个电子以某种方式沿此直线分布。描述这种态的 
—个办 法是: 给出在每一个基础态找到电子的所有振幅。每个 I 值一个振幅，我们必须 
给出这些振幅的一组无限集合。我们把这些振幅写成 〈■ rlW 。 每个这样的振幅都是 一个复 
数，由于对每个: r 值都有这样一个复数，所以振幅以必定是; r 的函数，我们也把它写成 
CU ), 

C ( x ) = (x I 4 ，). (16. 14) 


当我们在第7章中谈到振幅随时间的变化时，我们已经考虑过这种以连续的方式随坐 
标变化的振幅。例如，我们在那里曾证明，具有确定动的一个粒子，它在空间的振幅必定 
具有特定的变化形式。如果一个粒子具有确定的动 Ip 及相应确定的能量 E , 则在任何位 
找到该粒子的振幅就像 

<x | ^.> = C ( x ) oc (16.15) 


这个方程式表 达了量 子力学的一个 ffi 要的普通原理，它把与空间不网位 a 相对应的基础态 
与另一个基础态系统，即所有具有确定动《的态联系了起来。对于某些类型的问题来说，使 
用具有确定动《的态往往比用 X 表示的态更加方便。当然，对于描述 燉子力 学情况，这两 
组基础态都同样适用。我们在后面还要回过头来讨论这两种态之间的关系。目前我们希望 
把讨论限于用态来描述的方法。 

在作进一步讨论之前，我们要稍微改变一下符号，并希望不至于引起太大的混淆。式 
(16. 14) 定义的函数 C (: r ) 的表示式当然与我们所考虑的那个态有关，我们应该用某种方 
式把这种关系表示出来。我们可以用一个下标，例如 C ,(: r ), 来表明我们所讨论的是哪一个 
函数 CU )。 虽然这将是一个完全令人满意的符号，但是它有点麻烦，并且在大多数书中都 
不采用它。大多数人就直接省去字母 C ， 而只用符号0来定义这个函数 

0( x ) = C # ( jt ) = <x I (16. 16) 

既然世界上其他人都使用这个符号，你们也会习惯它，你们在別的地方遇到它时也不会被吓 
住。然而要记住，我们现在有两种不同的使用^的方式。在式 （16. 14) 中0代表我们给予电 
子的某一特定物理状态的标记。另一方面，在式 <16. 16) 的左边，符号0被用来定义一个 x 
的数学函数，它等于与沿直线上每一点 I 相联系的振幅。我们希望你们一旦习惯了这个概 
念后不会引起太多的混淆。顺便指出 ：函数 0(： r ) 通常称为“波函数"一因为它多半具有其 
变最的复波形式。 

既然我们已经把定义为处在态4的电子在位 H I 处的振幅，那么就希望把0的 
绝对值平方解释为在位置: r 处找到一个电子的概率。遗憾的是，严格说来在任何特定位 
置上找到一个电子的概率是零。一般说来，电子将“弥散”在线上的某个区域中，而且，由 
于任何一小线段上存在无数个点，因此电子在任何一点的概率不可能是有限数值。我们 
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只能用概率分布•来描述找到一个电子的概率，概率分布给出了在直线上各个位罝附近找 
到这个对概率。让我们用 prob(x. Ax) 这个符号来代表位于: r 附近很小间隔 
中找到电子的 iS 。 如果我们采用在任何物理情况下都足够小的尺度，则概率就会随位置 
平滑地变化，而在任何小的有限线段 Ax 中找到电子的概率将与 ZU 成正比，我们可以按此 
考虑来修改我们的定义。 

我们可以把振幅〈:看作是表示所有基础态在一小范围内的一种“振幅密度”。 
既然在 x 处的小间隔中找到一个电子的概率应该与间隔△: c 成正比，我们可以这样来选 
取“ I ⑹的定义，使下述关系 成立： 

prob(x. Ax) = I <x I | J Ax. 

因此振幅〈:就与处在态4〉的一个电子在基础态中被找到的振幅成正比，而比例常 
数这样选取，使得振幅 〈 ilW 的绝对值平方给出在任何小范围内找到一个电子的概率密度。 
我们可以等效地写成 

. prob(x. Ax) =| ifi(x) | z Ax. (16.17) 


现在我们必须对前面的某些方程作些修改，使它们与这个新定义相协调。假定一个电 
子处在态，而我们希望知道在另一个不同态中找到此电子的振幅，态可能对应于 
该电子的另一个不同分布状况。以前当我们谈论一组有限的分立状态时，我们就用式 
(16. 5)。在修改我们的振幅定义前我们把这振幅写成 

〈多 I 0 丨 WO ： 丨 0〉. (16.18) 

现在如果这些振幅按我们以前所叙述的方法来归一化，那么在 x 处小范围内所有状态的和 
就相当于乘以 Ai , 而对所有 x 值求和就变为对 x 的积分。用我们修改过的定义，这个振幅 
的正确形式为 

〈彡丨必〉 = 〈彡丨工》〈工丨 < p ) Ax - (16. 19) 

振幅 〈d 以就是我们现在所说的 0( x ), 同样地，我们也选取 iKx ) 来表示振幅<1|0。谪 
记住，〈糾 X 〉 是 〈xIO 的复共轭,我们可以把式 （16.19) 写成 

〈多| = JV U )4 U ) cLr . (16.20) 

按照我们的新定义，如果我们用对: r 的积分来代替对 z 的求和，则所有一切都遵从与以前 
相同的公式。 

对上面我们所说的还应提出一个限制。如果我们要用任何一组合适的基础态来充分地 
描述所发生的情况，则这组基础态必须是完全的。对于一个一维电子来说,仅仅用基础态 
k > 来描述其实是不够完善的，因为对于毎个这样的态中的电子，其自旋可以向上或向下， 
获得一个完全集的一种办法是在: T 处取两组态 ，一 组对应于向上的自旋 ，一 组对应于向下 
的自旋。不过，目前我们不必为这种复杂的情形而 操心。 


* 关于概率分布的讨论请参看第1卷§6-4。 
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§ 16-3 具有确定动量的态 

假定我们有一个电子，它处在用概率幅 (X I 0> = 描写的态中。我们知道电子 

处于这个态时以一定的分布展开在直线上，从而在位置工处小间隔 Ax 中找到电子的概率 
正好为 

prob ( x , dx ) = I < p ( x ) | z dr . 

关于这个电子的动量，我们能讲些什么呢？我们要问，这个电子具有动量 P 的概率是多大？ 

让我们从计算态 IW 在另一个态 I 动量/>>中的振幅开始，我们定义态 I 动量/>>为具有确定动 
量 P 的态。利用关于振幅分解的基本方程式 （16. 19), 我们可以求得这个振幅。按态 I 动量 
的定义，我们得 

〈动量 /> I 0> = J " 二〈动 a /> I x)(x I ^.) dx . (16.21) 

该电子具有动 ft /> 的概率应由这个振幅绝对值的平方给出。然而，我们又遇到了归一化的 
小问题。一般说来，我们所能问的只是在动置附近 dp 的小范围内找到具有该动 M 的电 
子的概率。动*严格为某值 P 的概率必定为零（除非这个态丨0>恰巧是一个具有确定动置 
的态只有当我们问到在动置 P 附近的小范围 dp 内找到这电子的概率时，我们才会得到 
一个确定的概率。有好几种办法适用于使它归一化,我们选一种我们认为最方便的办法，不 
过这在目前对你们来说可能不是显而易见的。 

我们所作的归一化使概率与振幅的关系满足 

pn > b ( p , dp > =| 〈动 M /> 丨分> I 1 黑， (16.22) 

振幅〈动 M / > k 〉 的归一化就按这个定义来确定。当然，振幅〈动 W : /正好是振幅〈: c | 动 tt 
的复共轭，而〈: rl 动》/>>又正是我们在式 （16. 15) 中所写的式子。采用这种归一化，指数 
前面那个适当的比例常数正好为1,即 

〈动量 P 1*0 = Or I 动 06.23) 

于是式 (16.21) 变为 

〈动置 /> I = ]"• | 0> dx . (16.24) 

这个方程加上式 (16. 22) 就能使我们对任何态求出动量分布。 

让我们来看一个特殊的例子——例如一个电子定域在 I = 0附近某一区域内。假定我 
们采用如下形式的波 函数： 

^( x ) = Ke **^*. (16.25) 

那么这个波函数在 i 处的概率分布是上式绝对值的平方，即 

prob ( x , dx ) = P ( x)cLr = 以 dr • (16.26) 

式中的概率密度函数 P (： r ) 是如图 16-1 所示的高斯曲线。大部分概率集中在 x =+er 
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和：《：=_<»之间。我们说这个曲线的“半宽 
度"为 <7。（更精确地说4等于某事物按此 
分布弥散时其坐标 I 的方均根值。）通常，我 
们这样选取常数 K , 使概率密度 PU ) 不仅 
与在: r 处单位长度内找到电子的概率成正 
比，而且具有这样的标度，使 PU ) Ax 等于 
在^■附近 ax 范围内找到电子的概率 。 iU 

令 ]"/(;«:)&= 1来确定常数 K , 因为在整 

个区域内找到电子的概率必定为1。这里， 
我们得到 K = ( 疒 1 〃。（我们用了公式 

e ^ d / = V ^, 参见第 1 卷 §40-4。） 


现在我们来求动量分布。令彡(/0代表找到具有动最/>的电子的振幅， 


多 (/>) =〈动贵/> I (16.27) 

将式 （16. 25) 代入式 （16. 24), 得： 

HP ) = - Ke -'^ dx . (16. 28) 

上述积分也可改写成 

Ke -" 厂 ■' e -汝…:扣 , dr . (16.29) 

现在作代换《 = i +2 i /^/ A , 这个积分就为 

J e (16.30) 


(数学家们可能会反对我们在这里的推导方式，但不管怎么说，结果是正确的。） 

HP ) = (16.31) 


我们得到了一个有趣的结果，即对/>的振幅函数与 J ： 的振幅函数具有相同的数学形 
式，只是高斯分布的宽度不同。我们可以把上式写成 


HP) = , 

式中 P 分布函数的半宽度7与^•分布函数的半宽度 a 有下列关系 

h 

7 — 5 . 


(16.32) 

(16.33) 


我们所得结果 表明： 如果使 < r 变小，从而使对 x 的分布宽度变得很小，那么 7 就变得 
很大，对/>的分布就散布得非常宽。或者反过来说，如果我们有一个对/«的狭窄的分布， 
它必然对应着一个对的散开的分布。要是我们愿意，可以把 7 和 <7看作是处在我们所 
研究状态中的电子之位置和动量区域的不确定性的某种量度。如果我们把7和 <7分别称 
为 △/> 和 Ax , 则式 （16. 33) 变为： 
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A/»Ar = (16. 34) 

有意思的是，可以证明对于工或的任何其他形式的分布来说，乘积 △/> Ax 不会比我 
们这里得到的小。高斯分布给出了均方根宽度乘积的最小可能值。一般我们可以说 

> f . (16.35) 

这就是海森伯的不确定性原理的定量表述，对此，我们以前已多次作过定性讨论。通常 
我们作这种近似表述 ：乘积 A /» Ax 的最小值与 A 有相同的数量级。 


§ 16-4 对 X 的态的归一化 


当涉及基础态的连续问题时，就需要对我们的基本方程进行修改,现在就来讨论这个问 
题。当我们所讨论的是有限数目的分立态时，这一组基础态必须满足的基本条 件为： 

<«■ I j ) = 8.,. (16.36) 

如果一个粒子处在一个基础态中，那么它处在另一个基础态中的振幅就为零。通过选取适 
当的归一化条件,我们定义振幅 〈《_ U > 为1。这两个条件由式 （16. 36) 描述。现在来看看，当 
用表示在一条直线上的粒子的基础态时，这个关系应如何修改。如果已知这个粒子处 
在基础态之 一 k > 中，则它同时处在另一个基础态 k '> 的振幅是多少呢？如果和: r ' 是沿 
直线上两个不同的位 H , 那么振幅 〈 x |/> 肯定为0,从而与式 （16. 36) —致。但是如果 j :和 
x ' 相同，而振幅 Ork '〉 将不为1,则仍旧是因为老的归一化问题。为了看淸楚我们必须怎样 
来补救这个问题，回到式 (16. 19), 并把此式用到态 IO 正好是基础态的特殊情况中去。 
于是我们得 

( x ' | ^) =|<^ | x )^( x ) di . (16.37) 

振幅正好就是函数 0( x )。 同样，既然振幅是指相同的态0而言的，因此它是变 
X '的相同的函数，即 ^ x ') o 于是我们可以把式 （16. 37) 改写成 

< p ( x ') = |<工’丨 j >^( x ) djr . (16. 38) 

这个方程必须对任何态10都成立，因而对任意函数也成立。这个条件将完全确定振 
幅〈: rk '> 的性质——当然，〈11/〉只是与工和 x ' 有关的函数。 

现在我们的任务是找到一个函数 /(A /), 当把它乘以 0 U ), 并对 所有^ •积分后正好 
给出最6(/)。结果发现没有一个数学函数能做到这点！至少没有一个我们通常所说的 
“函数”可以满足这点。 

假定我们把: T ' 取为一个特殊数目0,并定义振幅 <0 U > 为; r 的某个函数，臂如说 f { x) a 
于是式 （16. 36) 就为： 

0(0) = J/(o:)^(x)tLr. (16.39) 


何种类型的函数/(工)才能够满足这个方程呢？既然这个积分必须与: r 不为0时如; c ) 的值 
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无关，所以很明显，对于； r 不为0的所有值, /( x > 必定为0。但是若 /( T ) 处处为0,则积分也 
将为0,因而式 （16. 39) 不会被满足。所以我们遇到了一个不可能的情 形：我 们希望有一个 
函数，除了一点外处处为0,但是其积分仍为有限值。既然我们找不到一个具有这种性质的 
函数，最方便的出路就是宣称函数 /( r ) 就是由式 （16. 39) 定义的。也就是说 /< x ) 是能使式 
(16. 39) 正确成立的函数。这个函数最早是由狄拉克发明的，所以就用他的名字来命名。我 
们把它写成3(1)。所有我们说的是函数 S (： r ) 具有这样的奇怪性质，就是以它代替式 
(16. 39) 中的 /( x ), 则积分就取 _ r 为0时的 0( x ) 的值，而且既然这积分与所有: c 不等于0 
的 〆 x ) 值无关，函数 5( t ) 必定除 ： r = 0的点外处处为0。总括起来，我们 写成： 

<0 | x > =5( x ), (16.40) 

式中5(工）由下式定义 

0(0) = J ^( x )0( j ) djr . (16. 41) 

注意，如果我们采用特殊的函数 “1" 作为式 （16.41) 中的函数化那么我们就得到 

1 = |«( j ) tLr . (16.42) 


这就是说，函数《(工）具有这样的性质 ：除了 x = 0 外它处处为0,但是具有等于1的有限积 
分。我们必须把这函数 <5( 工)想象成在某一点为奇特的无穷，使总面积等于1。 



围 16-2 —组面积部为1的函数， 
看 上去越来越像 5 U ) 


想象狄拉克5函数的一种方法是设想一系列的 
矩形——或者你愿意想象的任何峰函数一它变得 
越来越窄，越来越高，但始终保持面积为1,如图 16-2 
所示。这函数从一~到+ ~的积分恒为1。如果你 
们将它乘以任何函数 W ： r ), 然后对这个乘积进行积 
分，那么你们就会近似地得到这个函数 0(:0 在 : c = 
0处的值，当你使用的长方形越来越窄，这一近似就 
越来越好。如果你们愿意的话，就可以用这种类型 
的极限过程来想象5函数。但是，唯一重要的事情 
是: <5函数被定义为使得式 （16. 41) 对每一个可能的 
函数 〆 都成立。这就唯一地定义了 S 函数。它 
的性质如上所述。 

如果我们把 S 函数的自变量从 x 变成 X — / , 
那么相应的关系 式为： 

5(x-x) = 0, xVx, 

^ S(x — x ' ) ip ( x)Ax = (16.43) 

如果我们用 5 (x — x ') 来代替式 （16. 38) 中的振幅 
〈: rk '〉， 那么该方程被满足。于是我们的结 果是: 


对 z 的基础态来说，与式 (16. 36>相对应的条件为 
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{x | x )^ S { x - x '). (16.44) 

现在我们已经完成了对我们的基本方程所作的必要的修改，在处理对应于直线上那些 
点的连续基础态问题时需要这些方程。可以直接把这种修改推广到三维的情况。首先我们 
用矢量 r 代替坐标 x , 然后把对 x 的积分变成对 x , : y 和 z 的积分，换句话说,变成体积分。 
最后，一维 S 函数必须被3个5函数的乘积即 — — 〆 ）来代替，其中一个 

以 x 、一 个以 y 、 另一个以 Z 为变量。把以上这些步合在一起，我们就得到在三维空间中粒子 
振幅的如下一组 方程： 


〈乡 1 必> = J " 〈彡丨 r)(r | 分〉 dVol , 

(16.45) 

{ r \ > p ) = 0 ( r ), 


( r \^) = Hr ), 

(16.46) 

(*\ > p ) = ( r ) 必 ( r ) dVol , 

(16.47) 

r ) = S ( x - x ') S ( y - y ') S ( z - z '). 

(16.48) 


如果粒子多于一个将会发生什么情况呢？我们将告诉你们如何处理两个粒子系统的问 
题，你们就会很容易地看出，如果要处理粒子数目很多的系统时必须做些什么。假定有两个 
粒子，我们称之为粒子1和粒子2。用什么作为基础态呢？ 一组能描述这一系统的完美的 
态为 ：粒子 1处在 A 和粒子2处在 a, 我们把这个态写成 k,x :>。 请注意，只对一个粒子位 
置的描述不能定义为基础态。每个基础态必须确定整个系统的情况。我们决不可认为每个 
粒子都是独立地像波一样在三维空间中运动。任何一个物理态丨…，可以通过给出在: c , 和 
x 2 处找到两个粒子的所有振幅 Or ,, 而确定下来。因此这个广义振幅是两缉坐标 x , 
和： r 2 的函数。你们可以看出这样的函数并不是在三维空间中传播的振动这种 . ii 上的波。 
它一般也不只是两个单独的波一每个粒子一个波一的简单乘积。总的来说，它是由 X , 
和^所定义的六维空间中的某种波。如果在自然界中存在着两个具有相互作用的粒子，那 
么我们无法通过试图写出其中一个粒子单独的波函数来描述它发生的过程。我们在前面几 
章中所讨论的这个著名的佯谬——对一个粒子作测置就可以告知另一个粒子遭遇的事情， 
或者会破坏两粒子的干涉一已经给人们带来了种种麻烦，因为他们只愿意考虑单独一个 
粒子的波函数，而不愿去想象以两个粒子的坐标为变置的正确波函数。只有用两个粒子坐 
标的函数，才能正确地给出完整的描述。 

§16-5 薛定谔方程 

到目前为止，我们只是为如何描述涉及一个可以位于空间各处的电子这样的态而操心， 
现在我们得为如何描述在各种情况下可能发生的物理问题而操心了。和前面一样,我们必 
须解决态如何随时间变化的问题。如果我们有一个态10,经一段时间后转变成了另一个态 
I〆 〉，那么我们只要使波函数——它就是振幅 〈 H & ——不仅是坐标的函数而且是时间的函 
数就可描述所有时刻的情况。于是我们可以用一个随时间变化的波函数 v &( r , t ) = ^ x , y . 
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z ， 0来描写在给定情况下的一个粒子。这个随时间变化的波函数描述了随着时间的进展 
而出现的态的相继变化。这个所谓的“坐标表象”给出了态|0>在基础态上的投影，它应 
用起来不一定总是最方便的，但是我们将首先讨论它。 

在第8章中我们曾用哈密顿描述态如何随时间变化。我们看到各种振幅的时间变 
化是用矩阵方程 

i 峰 06.49) 

给出的。这方程告诉我 们:每 个振幅 C 的时间变化与所有其他的振幅成正比，比例系数为 H .,。 
当我们用连续基础态时，式 (16. 49) 是怎样的呢？首先让我们记住，式 （16. 49) 也可 

写成 

I I /? I I 0〉. 

现在我们很清楚该怎么做。对 I 表象来说，我们认为 

| ^-> = J<x | I x ' Xx ' I ip ) djc '• (16. 50) 

对基础态的求和为对/的积分所代替。既然〈:应是: r 和： c ' 的某个函数,我们就 
可把它写成 H ( x , x ') ——它相当于式 （16. 49) 中的 H . ) e 于是式 （16. 50〉与式 

\h^{x) =jH(x, x')^x')Ax' (16.51) 

相同，其中 

H(x, x') = <x I PI x ). 

根据式 （16. 51),0 在 z 处的变化率与 0 在所有各点: c ' 处的 0 值 有关； 因子 H ( x , : c ') 是单 
位时间内电子从: r ' 跃迁到: r 处的振幅。然而，结 果是： 在自然界中，除了非常靠近 x 的那 
些点: r ' 以外，这个振幅总为0 。这就意味着一正如我们在本章开始所举的原子链的例 
样一式 （16.51) 的右边可以用在 r 处的0和0对 x 的微 

商完全表示 出来。 

对于一个不受力的作用和不受干扰而在空间自由运动的粒子来说，正确的物理定律是 

Jh ( t , x ') ip ( x ) dx ' =— ^ • 

这一式子我们是从什么地方得来的呢？没有地方。我们不可能从我们已知的任何事情中导 
出这个式子，它来源于薛定谔的头脑，是薛定谔在致力于了解对真实世界的各种实验观察的 
过程中发明的。你们想想我们从研究晶体中电子的传播而导出式 (16. 12) 的过程，或许会获 
得上式为什么会是这种形式的某些线索。 

当然，自由粒子并不十分令人兴奋。如果我们对粒子施以作用力，将会发生些什么呢？ 
如果粒子所受的力可以用标势 VU ) 来描写一这意味着我们考虑的是电力而不是磁 
力一如果我们只考虑低能的情况，从而可以忽略那些由相对论性的运动所引起的复杂性， 
于是适合真实世界的哈密顿给出 
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jH ( x , x ')^ x ') da :' =-£ - ^( x )+ V ( x )^ x ). (16.52) 

同样，要是你们回顾一下电子在晶体中的运动，你们就可以对这个方程的来源获得一些线 
索； 而且，如果从一个原子位置到另一个原子位置电子的能量变化很慢一如果对晶体加上 
电场，就会出现这种情况一那么你们知道方程要如何修改。这样，式 （16. 7) 中的项£。将 
随位置缓慢变化,并与式 （16. 52) 中我们所加的新项相对应。 

[你们可能感到奇怪，为什么我们直接从式 （16. 51) 到式 （16. 52>,而不是给出关于振幅 
H ( x , x ') = {x \ 丨 〆 〉的正确函数形式。我们这样做是 因为： 虽然式 （16. 51) 右边的整个 
积分用我们习惯的方式表示，但是 HU , : r ') 只能写成奇特的代数函数。如果你们实在好奇 
的话，我们可以把 H ( x , 工 '） 写■成如下 形式： 

H(x, x ') =- - ^) + V(x)5(x - x '), 

式中，表示 5 函数的二阶微商。这个相当陌生的函数可以用一个稍微方便些的代数微分算 
符来代替，它是完全等 效的： 

H(x * x，) = £^ +v(x) } s ^- x，) - 
我们不用这些形式，而直接利用式 （16. 52>的形式。] 

现在，如果我们对式 （16. 50) 中的积分采用式 （16. 52) 中的表示式，那么我们就对 
pU ) =<x | 得到下列微分方 程式： 

=一 £ -~ j 0< x )+ V ( xMx ). (16.53) 


如果我们对三维空间中的运动感兴趣，那么我们很清楚应该用什么方程来代替式 
(16.53)。唯一的改变是用 


V 2 = 




来代替 V / Q ?, 以及用 VU , ： y , *) 代替 VU )。 对于一个在势场 VU , ： y , 幻中运动的电子 
来碎,其振幅 y , 所遵循的微分方程为 



(16.54) 


上式称为薛定谔方程，是第一个为人所知的量子力学方程。在本书中我们提到的其他量子 
力学方程被发现之前，薛定谔就写下了这个方程。 

虽然我们是沿着完全不同的途径来探讨这一问题的，但是标志物质量子力学描述诞生 
的伟大历史时刻是1926年薛定谔第一次写出他的方程之时。许多年中，物质内部的原子结 
构曾经是个巨大的谜。没有人能理解是什么原因使物质结合在一起，为什么会有化学键联， 
特别是原子怎么会是稳定的。虽然玻尔已经能够描述氢原子中电子的内部运动，而且看起 
来也可以解释所观察到的氢原子辐射出的光谱,但是电子为什么以这种方式运动仍然是一 
个谜。薛定谔所发现的电子在原子尺度上正确的运动方程提供了一种理论，可以定量、精确 
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并详细地计算原子现象。原则上，除了涉及磁和相对论的现象外，薛定谔方程能解释所有的 
原子现象。它解释了原子能级以及所有化学键联的事实。然而这只在原则上成立——除了 
对最简单的问题，有关的数学立即变得非常复杂而无法精确求解。只对氢原子和氦原子进 
行了高度精确的计算。但是，用了各种近似方法(有些非常 粗糙〉 后，许多有关更为复杂的原 
子以及分子化学键联的事实就可以理解了。在前面几章中我们已经给你们介绍过几种这样 
的近似方法。 

我们所写出的薛定谔方程没有把任何磁效应考虑进去。只要在薛定谔方程中加进几 
项，就可以近似地把这种效应考虑进去。但是正如我们在第2卷中所看到的那样，磁性本质 
上是一种相对论性效应，所以只有用适当的相对论性方程才能正确地描述电子在任意电磁 
场中的运动,关于电子运动的正确的相对论方程是在薛定谔发明他的方程后一年由狄拉克 
发现的。它的形式与薛定谔方程有很大的不同。在这里我们根本无法去讨论它。 

在我们进一步研究由薛定谔方程所得出的一些结果之前，我们愿向你们说明一下，对于 
具有大量粒子的系统，薛定谔方程是怎样的。我们并不打算应用这个方程，只是想让你们看 
一下这个方程，强调一下波函数 V * 并不仅仅是空间的一个普通的波，而是一个具有许多变量 
的函数。如果存在许多粒子，薛定谔方程就变成 

⑸0 + g + 0 }+v(r| ， … r , ( 16 .55) 

式中的势函数 V 相当于经典理论中所有粒子的总势能。如果没有外力作用在粒子上.函数 V 就 
是所有粒子相互作用的静电能。这就是说,如果第 i 个粒子带有电荷之9.，则函数 V 就是 • 

V(r,. r：, r 3 -) = E (16.56) 

岍有《子 H r »i 

§ 16 - 6 置子 化能级 


后面有一章我们将对一个特殊例子详细讨论薛定谔方程的解。但是现在我们想告诉你 
们薛定谔方程的一个最不寻常的结果是怎样得出来的——即一个只包含空间连续变愴的连 



m 16-3 对于 一个沿 轴运动的粒子的势阱 


续函数的微分方程能给出诸如原子中分立能 
级这样的量子效应这种惊人的事实。我们要 
了解的基本要点是下述情形怎样发生的：当 
_个电子被某种类型的势“井"束缚在空间某 
区域时，它只能具有一组十分确定的分立能 
量中的这个或那个能置呢？ 

假定我们设想一个电子处在一维情况 
中，它的势能随 X 的变化方式如图 16-3 所 
示。我们设这个势是不变的一它不随时间 


变化。正如我们以前多次做过的那样，我们希望求出与确定能量、即确定频率的状态相对应 


* 这里我们根据前面两卷所用的习惯，取 e 2 4 m 〉。 
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的解。让我们试一下这种形式的解 

= a(,x)e-' E,n . (16.57) 

如果我们把这个函数代入薛定谔方程,我们发现函数 a ( x ) 必须满足下面的微分方程 

^0 1 = ^[ V ( x )- E ] a (, x ). (16.58) 

这个方程告诉我 们：在 毎个: r 处， aU ) 对 z 的二次微商与 a ( x ) 成正比，比例系数是量 
#(V — £：>。 aU ) 的二次微商就是它的斜率的变化率。如果势 V 比粒子的能量£大,则 0 (；0 
斜率的变化率与具有相同的符号。这就意味着, aU ) 这条曲线是凹的，随 I 增大，远离 x 
轴而去。也就是说,它多少具有正或负指数函数浐*的性质。这意味着在图 16-3 中坐标轴上 
X ,左边 V 大于所设的能量£的区域，函数 fl (; r ) 的形状将像图 16-4( a ) 中所示的某条曲线。 

另一方面，如果势函数 V 小于能量 E ; 则 di) 对 I 的二次微商具有与 a(x) 本身相反的 
符号, a ( x ) 这条曲线将总是凹向： r 轴，与图 16-4( b ) 中所示的那些曲线相似。在这样一个区 
域中的解逐渐接近于大致的正弦曲线的形状。 



m 16-4 对于 V>E 和 V<E 的悄形， S 16-5 对于能*为£：«的波函数，在坐标轴 

波函数 a (： c ) 的可能形状 的区域.它趋近于 | 

现在让我们来看 看:我 们是否能够用作图的办法求得函数 a ( x ) 的解，它对应于能置为 
E . 的一个粒子处于如图 16-3 所示的势V中。既然我们试图描述一个粒子被束缚在势阱沒 
的情形，因此我们所要找的解，其波振幅在势阱之外的 x 处具有很小的值。我们很容易想 
象出图 16-5 中所示的那样的曲线，对于大的负值，它趋于零，当它 趋于〜 的时候，它平滑 
地增长。既然在 A & V 等于 E ., 则在该点此函数的曲率变为0。在^和: r , 之间的区域， 
量 V— &恒为负数，所以函数 a ( x ) 总是凹向 I 轴，而且£：.和V之间的差值越大，曲率也越 
大。如果我们将曲线延长至: c, 和&之间的区域内，它多少应如图 16-5 所示。 

现在让我们把这条曲线延伸至 A 右边的区域，在那里它弯曲离开坐标轴并趋向大的正 
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I 值.如图 16-6 所示。对于我们所选取的 E ., a (, x ) 

\ 的解随着: r 的增加而变得越来越大。事实上，它 

jr \ ^ y 的曲率也在增加（如果这个势函数继续保持平坦 

/! \ A /[ wa )。 翻 ■ Awtfc 齡臟駐 。 

- 〆 / V ' H ,~^ 着什么呢？这只表示粒子没有被“束缚”在势阱 

\ \J \J \ 里，它在阱茳找到的可能性比阱迕要大得多。对 

! ! 于我们所制造的这个解，在 x =+ oo 处找到这个 

电子的可能性比其他任何地方大得多。我们&能 

图 Ui - 6 把图 16 -S 的波函数“:^ 讳别― A 电捕* ?r 工 6 h 4 S 

继续延长到超过： r « « fj - I 

让我们试试另一个能量，臂如一个稍微比 

高些的能 ft 如图 16-7 所示。如果我们在同样的情况下从左边开始，那么我们所得到的 
解就如图 16-7 的下半部分所示。初看起来，这解似乎比较好，其实它的结果与氏的解一样 
糟一只不过现在当趋于大的: r 值时 a (_ r > 变得越来越 g 。 

可能这就是线索。既然，把能緻氏稍微改变一点到£»，就使得这条曲线从坐标轴的一 
边跳到另一边，那么在和 E , 之间或许存在某个能量，对于这一能置当: r 为很大值时曲 
线将趋于零。的确有这么一个能量.我们在图 16-8 中粗略地画出了这个解的形式。 
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你们应该体会到我们在图中画出的解是一个非常特殊的解。如果我们把这个能稍微升 
高或降低一点，那么函数就会变成图 16-8 所示的两条虚线之一那样的曲线，而我们也就不 
会有关于一个束缚粒子的适当条件了。这样我们得到了一个结 果：如 果要使一个粒子被束 
缚在 一个势 阱中，只有当它具有一个完全确定的能量才行。 

这是否意味着，对于一个束缚在势阱中的粒子，它只能具有一个能量呢？不，其他能 ft 
也可能，但不是非常靠近艮的能置。注意，我们在图 16-8 中画出的波函数在^和^之间 
穿过坐标轴4次。如果我们所选的能量比 E , 低相当数量的话,那么可以得到一个只与坐标 
轴相交3次、2次、1次或不相交的解。这些可能解画在图 16-9 中。（还可能有其他的解， 

对应于比图中所示的更高 的能董值。) 我们的结论是 ：如果 一个粒子被束缚在势阱中，它的能 
量只能取一个分立能谱中的某些特定值。你们看到了，一个微分方程是怎样描述量子物理 
的基本事实的。 

我们可以提醒你们注意另一种事。如果能量 E 在这个势阱顶部以上，那么就不再有分 
立的解，任何可能的能量都是允许的。这种解对应于自由粒子被势阱散射的情形，在讨论晶 
体中杂质原子的影响时，我们就已经看到过这种解的例子了。 



第 17 章对称性和守恒定律 

§ 17-1 对称性 

在经典物理学中，许多物理量是守恒的，如动量、能量和角动量。在置子力学中也存在 
着对应于这些量的守恒定理。从某种意义上来说，置子力学最美妙之处在于它可以从其他 

—些东西导出这些守恒定理，而在经典力学 



图 17-1 如果态 |1> 和 |2> 对平面 P-P 
反射，则它们分别变成态 12> 和 |1> 


• 复习： 第一卷 52 章，物理定律的对称性。 
参考： A. R. Edmonds , Angular Momentum 
1957 。一译者注 


中它们实际上是各定律的出发点。（在经典 
力学中，也有类似于我们在量子力学中用的 
这种处理方法，但这只有在很高深的水平上才 
能做到。)但是，在量子力学中，许多守恒定律 
与振幅的叠加原理及物理系统在各种变换下 
的对称性深刻关联。这就是本章的主题。虽 
然我们把这些概念主要应用到角动置的守恒 
上,但是最本质的一点在于:置子力学中所有 
物理 M 守恒的定理都与该系统的对称性有关。 

因此，我们就从研究物理系统的对称性 
问题开始。氢分子离子是一个非常简单的例 
子一当然也可以氨分子为例——它们都有 
两个态。对氢分子离子来说，我们可把电子 
定域在第一个质子附近及定域在第二个质子 
附近这两种状态取作我们的基础态。这两个 
态一它们称为丨1>和 I 2>——重画在图 
17- l ( a ) 上。现在，只要这两个核是完全相同 
的，那么在这个物理系统中就存在某种对称 
j |。 这就是说，如果我们以一个位于两 
i 离的一半的中间平面来反射这个系统（所 
谓反射是指把平面一边的一切东西都移到另 
—边的对称位置上），则我们得到图 17- l ( b ) 
的情形。由于两个质子是完全相同的，因此， 


Quantum Mechanics , Princeton University Press, 
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这种5射焊作就使 II 〉变为1 2 >以及1 2 >变为11 >。 p 

P Il >=|2>. P |2>=|1>. (17.1) 

所以在这种意义上 P 是一个算符，它的“作用”是使一个态成为一个新的态。有趣的是 P 作 
用于任何一个态所产生的是该系统的另外某个态。 

与我们以前描述的任何算符一样1也具有矩阵元，它可以用通常的符号来定义。如 
果在 P |1>和卢丨2> 的左边乘以<1丨，就得到矩阵元 

Pn = 0 I PI 1> 以及 P , 2 = 0 I PI 2>. 

根据式 (17.1), 它们为 

<1| P I 1) = P„ = <1 | 2> =0, 

<1| P I 2> = P „ = <1 | 1> = 1. 

同样的方法可得朽 ，和 P N 。 戶对于基础态 ll > 和12〉的矩阵为 

/0 1 \ 

p =(l o)- (17 . 3) 

我们再次看到在量子力学中算符和矩阵这两个词实际上是可以互相通用的。它们之间只有 
—些技术性的差别，就像“数字”和*•数”的差别 -- 样，但是这种差别有点学究式，我们不必为 
之操心。所以不论 P 定义一个操作，还是实际上用来定义一个数字矩阵，我们可以随意把 
它称为兑符或矩阵。 

现在要指出，我们假定整个氢分子离子系统的物理性质是对称的。例如,它并不一定要 
与邻近的别的书物有关。然而，如果这个系统是对称的话，那么下面的概念肯定是正确的。 

假设系统在 < = 0时处于态|1>,经过一段时间 r 后，我们发现系统处 于一个 较为复杂的情 
况——两个基础态的某种线性组合。记得我们在第8章中用乘以算符 G 来代表“经过一段 
时间"。这就是说,系统过一会儿一为明确起见，臂如说 15 s ——后处在另外某个态。例 
如，它可能是由#的态11〉和的态12〉组成的态,我们可 写成： 

| 第 15 s 时的 W = 1)(15, 0) | 1> = VT 73 | l ) + iVT 73 I 2). (17.4) 

现在我们问,如果开始时系统处于对称态12>,则在同样的条件下经15 s 后系统会发生什么 变化？ 

显然，如果世界是对称的一正如我们所假定的那样——我们将得到与式 (17.4) 对称 的态： 


I 第 15 s 时的 0 = 0(15, 0) 丨2〉 = V 273 I 2>+ i / T 7 J | 1〉. (17.5) 

图 17-2 表示两个同样的概念。所以如果一个系统的物理性质相对某个平面是对称的,并且我 
们求得了一个特定态的行为，也就知道了原来的态对此对称平面反射后所得到的态的行为。 



國忽 

Il> |2> 


I' 〉 |2> 


时间/后 


^ i 

||> |2> 


⑷ 


( b ) 


图 17-2 在 一对称 系统中，如果纯态|1>的发展如图 ( a > 所示，则纯态|2> 的发展必将如图 （ b ) 所示 
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现在我们希望把同样这些事情讲得更为一般化一些一这也就意味着稍微抽象 一些。 
设3是任何一个不改变系统物理性质的操作。例如，我们可以把对氢分子的两个原子中间 
的平面上的者，在一个具有两个电子的系统中，我们可以把宝搜 
两个电子的操作看作 石。 另一个可能的操作是在一个球对称系统中，整个系统绕某个轴转 
动有限角度的操作，这种操作并不改变系统的物理性质。当然,我们总是对每种特定情况给 
<3以某种特殊记号。明确地讲，我们通常把系统“绕>> 轴旋转6角”的操作定义为 R y (, d)o 
对于3，我们指的就是前面所描述过的，或者其他基本物理情况保持不变的任一操作。 

让我们再考虑几个例子。如果一个原子没有加 外磁场 或外电场,并且如果使坐标轴绕 
任意一个轴旋转，则它仍然是相同的物理系统。再如氨分子,对于在平行于3个氢分子的平 
面上的反射是对称的一只要不存在电场。如果存在电场，并当我们作反射时，也不得不改 
变电场，这样就改变了物理问题。但是如果没有外场，这个分子就是对称的。 

现在我们来讨论一种一般情况。假设我们由态 I 办〉 开始,在给定的物理条件下经过某 
段时间后，它变成了态|办>。我们可以写成 

I 0»> = l ) I (17.6) 

[你可以联想到式 （17. 4)。]现在设想我们对整个系统施以操作态 I 办〉 将转变成态 I 以〉， 
我们也可把 I 以写成 6 I 必〉，同样态 I 办〉 变成 I 〆 :>= <3 I 办〉 。现在却果在冷作用下系统 
的物理性质是对称的 （不要忘记如果，因为这并不是系统 的一般 性质），那么在同样的条件下 
经过相同的时间，我们应得 

I /.> = 0 I /«>• (17.7) 

[与式 （17.5) 相似。]但是我们可以把 I〆 〉写成 <3 I 必〉 并把 I〆 :〉写成3 I 必〉， 因此式 （17.7) 
也可写成 

<3 I ^> = 0 ^ I ^>- (17.8) 

现在如果用0| 办〉 代替 I 办〉 ——式 （17. 6) —我们得到 

<3 l ) I 0.> = 0 (3 I ^>>. 07.9) 

我们不难理解上面这个式子的意义。就氢离子而言，上式告诉我们 :“先 反射再等一段时间” 
[式 （17. 9) 右边所示]与“先等一段时间然后再反射”[式 （17. 9) 左边所示]是相同的。只要在 
反射的情况下不变,这两种情形就相同。 

由于式（ I 7 . 9 )对任何初始状态1办〉均成立，所以实际上该式是一个关于算符的 方程： 

dO = 0 d- (17. 10) 

这就是我们希望得出的结果——它是对称性的敢学表述。当式 (17. 10) 成立时，我们说算符 
0和6过曼。于是我们就可用下列方式来定义对称 性：当 占与0 (时间的转移操作）相对 
易时，物理系统对于操作6是的。[用矩阵来表示，两个算符的乘积等价于矩阵的乘 
积。所以，对于在变换 Q 下是对称的物理系统，式 (17.10) 对矩阵 Q 和 U 也成立。] 

顺便指出，因为对于无限小的时间 < 而言 ， y = 1 -i /J ( / h , 式中为通常的哈密顿 
(参见第8章），所以你可以看出，若式 (17. 10) 成立,则下式 

d ^ 0 


(17.11) 
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也成立。因此式 (17. 11) 是关于一个物理情况对操作3具有对称性的条件的数学表述。它 
定义了对称性。 

§ 17-2 对称与守恒 


存应用刚才所得到的结果之前,我们再讨论一些关于对称的概念。假设有一非常特殊 
的情 况：当 我们把$作用于某一态后，仍得到相同的态。这是一个非常特殊的情形,但是让 
我们假定碰巧对态 I 办〉 这种情形是正确的，即1 〆 〉= 0 丨办〉 在物理上和 I 办〉 是相同的态。 
这意味着 I〆 〉和 I 办〉 除相差某个相位因子•外是相等的。怎样才能发生这种情况呢？举例 
来说，假设我们有一个 H 纟离子处于我们曾称为 II 〉》的态中。这个态在基础态 II 〉和12>中 
具有相同的振幅。它们的概率如图 17-3( a ) 中的线条图所示。如果我们把反射算符 P 作用 
于|1>,它将使态翻转，11〉变成|2〉，|2>变成丨1〉，其概率如图 17-3( b > 所示。但是这正好又 
是态 II 〉。如果我们从态 III 〉开始，反射前后的概率看上去完全相同。可是，如果考察其瘦 
镘，就有所差异了。对于态 II 〉来说，反射后的振幅没有改变,但对态 in > 来说,振幅要反号。 
i 句话说， 


, 1 I >= p ( J ^>} = 
p|n>=H li>^> H 


I 2)+| 1) 

n 

I 2>-| 1> 
V 2 


=1 I>. 
=-1 II ). 


(17.12) 


如果我们写成 P lvfc > = e -|^.>, 则对态 II 〉来说， # = 1, 而对态 HO 来说， # =_ 1。 

让我们再看一下另一个例子。假设有一个右旋圆偏振光子沿 z 方向传播，如果我们进 
行绕 z 轴转动的操作，我们知道这只是对振幅乘以其中#是转动的 角度。 所以对于这种 
情况下的转动操作来说3就等于旋转角。 

现在很清楚，如果碰巧算符 Q 在某个时候，臂如0,只是改变一个态的相位, 那么它 

概 ♦ t 蜓_ ♦ 



h> i 2 > h> h> 

图 17-3 态 | I > 和由 | I > 经中心平面反射而得到的态 P | I > 


* 顺便指出，你们可以证明3必定是一个这意味着如果它作用在|0>上而给出某个数乘以 
的话，这个数一 定是# 这种形式，这里8是实数。这是个小问題，其证明基于下述观察。诸如反射或转 
动这样的操作并不失去任何粒子，所以 I〆 〉和|0>的归一化必定是相同的，它们只能相差一个纯虚数的相 
位因子。 

** 参见 10-1 节，比之于前面的讨论，在本节中态|1>和|11>是反向的。 
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永远会改变态的相位。换言之，如果态1办>在一段时间 <后变成态I办〉，即 
0 {t, 0) I 01 ) = I V&2 ) • 


并且如果情况的对称性使得 


那么下式也成立 


Q I 01 > = e 1 * | 01 >, 
^ I Vfc> = e- 丨 办 〉. 


显然，由于 


($ I <h) = 0 0 I ^) = 0 0 丨办〉， 

而且如果0丨办> = e 1 * |办〉 ，则 

^ I > h ) = t) e" | ^,> = e - [} 丨办〉= e* 丨 办〉: 


(17.13) 

07.14) 

(17.15) 


[这一系列等式来自式 (17. 13>、（17. 14) 和关于对称系统的式 （17. 10), 以及来自#这样的 
数与算符对易这一事实。] 

所以由于某些对称性，某个在开始时是正确的事物，在其他任何时候也是正确的。而这 
不就是守恒定律吗？是的！它表明如果你们考察初态,并且通过稍微作一点计算发现一个 



图 17-4 反演操作 P , 位于 u , y , *> 
处的任意点 A 被移至位于 
(- X , - y , 一处的 点 


操作(系统的对称垛作)仅仅导致乘以一个相位因 
子，那么，你们就知道终态也具有相同的性质—— 
相同的操作使终态乘上相同的相位因子。即使我 
们也许一点不知道使系统从初态变化到终态的宇 
宙内部机理，上述结论也总是正确的。即使我们 
无意考察系统从一个态变到另一个态的机构的具 
体细节，我们仍可断言 ：如果 一个亊物原来处于具 
有某种对称性的状态，而且如果这一事物的哈密 
顿在该对称操作下是对称的，那么，这个态在任何 
时候都具有相同的对称特征。这就是《子力学中 
所有守恒定律的基础。 

看一个特殊例子。让我们回到算符 P, 首先 
我们要稍微修正一下我们对 P 的定义。应该认为 
P 不仅仅是镜面反射，因为那样需要先定义一个 
安放镜子的平面。有一种特殊的反射不需要这种 
明确的平面。假定我们这样来重新定义操作 P: 
首先用在 x;y 平面上的平面镜来反射，以使 z 变成 
一I而X仍为 x,：y 仍为然后把该系统绕 z 轴旋 
转180°,于是 x 变为 一u 变为 一y。 这整个过程 
称为反演。每一点都通过原点而被投影到正好相 
对的位置上，每 一点^ 标都改变了符号。 
我们仍用符号 P 表示这种操作，如图 17-4 所示。 
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这比单纯反射要方便一点，因为它不要求你指明用哪个坐标平面来反射，而只要指明位于对 
称中心的哪个点就行了。 

现在设态 I 办〉经反演操作后变为 e -|, fc > ——即 

I /。> = P 丨办> = e * j 办〉. （17.16) 


然后假设我们再反演一次。两次反演后我们正好又回到开始的状态,根本没有发生什么变 
化。我们必定得到 

P I 00> = P * P 丨办> = 丨办〉 • 

但 

P - p I vfc > = P e - 丨= e - P 丨办> = ( e -) 1 | ^). 

由之得到 （^) 1 = 1. 

所以如果反演算符是态的一种对称运算，则 5 只有两种 可能： 


这就是说 
或 

在经典物理学中，如果一个态在反演下是对称的.则反演操作给出原来的态。但是在《 
子力学中，却有两种可 能性： 我们得到的是_米的态或是负的原来态。当我们得到原来的 
态、即 P I 办>=丨 办〉 时.我们就说态 I 办〉 具有偁 宇#; 当符号改变 P 丨办>=_1 办〉 时，我 
们就说该态具有奇宇称。(反演算符 P 也称为宇称算符。） H : 1 的态 II 〉具有偶宇称，而态 
III 〉具有奇宇称——参看式 （17.12 >。当然也有一些态,它们在 P 的作用下没有对称性，这 
些是没有确定宇称的态。例如在 H? 的系统中，态 II 〉具有偶宇称，态 III 〉具有奇宇称，而态 
|1>的宇称不确定。 

当我们谈到像反演这样的操作作用于“ 特 I 理系统 ”时，我们可以用两种方式来考虑这个 
问题。我们可以想象将位于 r 处的任何物理移动到一 r 处，或者想象从新的参照 
系: r ' y ' , z ' 来 ，寒 同 一系统，新参照系与原来的参照系 x , y , z 的关 系为： Jr ' =— x , 
y ' - =一: y , 〆 =7同样，当我们考虑转动时，可以想象物理系统作实体转动，或者想象“系 
统”在空间固定不动，而转动我们对系统作测量的那个坐标系。一般来说，这两种看法实质 
上是等价的。对转动来说，如果不说系统转过0角而说把参考系转过负 g 角，这两种观点是 
等价的。在本讲义中我们通常讨论投影到一组新坐标轴上后发生些什么，这样得到的结果 
和你把坐标轴固定，而把系统反向转过同样大小的角度后得到的结果是相同的。当你这样 
做时，角度的符号反过来了^。 

许多物理定律一但不是所有的定律一在坐标反射或反演下是不变的。它们对反演 
是对称的。例如，电动力学的定律，如果我们把所有方程中的 X 变成 一 ; c,;y 变成一义:^变成 

它们都是不变的。重力定律和核物理的强相互作用定律也是如此。只有弱相互作 


P =±1, 


P I =1 
P I i/m) =— I >/*>). 


(17. 17) 


• 在别的书中你可能发现具有不同符号的公式，他们可能采用不同的角度定义。 
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用一引起卩衰变的相互作用——不具有这种对称性。（在第1卷第52章中我们曾详细地 
讨论过这个问题。)我们现在不考虑 P 衰变。那么在预料 P 衰变不会产生显著影响的任何物 
理系统中——原子的光发射就是一个例子一哈密顿算符将和算符 P 对易。在此情形 
下，我们就有下述 命题: 如果一个态原来具有偶宇称，并且假如你在以后某个时刻观察其物 
理情况，它将仍然具有偶宇称。例如，假定一个即将发射光子的原子所处的状态具有偶宇 
称，在发射光子后，考察包括光子在内的整个系统，它仍然具有偶宇称（如果开始时系统具有 
奇宇称也一样。)这个原理称为宇称守恒。你可以看出，为什么在量子力学中“宇称守恒”和 
“反射对称”这两个名词是紧密地互相交织在一起的。虽然直到不多几年以前，大家还认为 
在自然界中宇称总是守恒的，但现在我们知道这是不正确的。由于 P 衰变反应不具有其他 
物理定律所具有的反演对称性，才发现以前的看法是错误的。 

现在我们可以来证明一个有趣的定理(只要我们能够忽略弱相互作用，这定律就是正确 
的）。任何具有确定能量的态，只要它不是简并的，它必定具有确定的宇称，它肯定不是具有 
偶宇称就是具有奇宇称。（记得我们曾看到过这种系统，其中的几个态具有相同的能置—— 
我们称这些态是简并的。我们的定理对它们不适用。） 

对于一个具有确定能量的态 I 办〉 来说，我们知道 

= 办〉， (17.18) 

式中 E 只是一个数，即这个态的能最。如果任意算符3是系统的一个对称算符，则只要 
I 咖〉 是确定能 M 的唯一一个态，就可以证明 

(3 I ^> = e " I (17.19) 

考虑经泠作用后所得到的新态如果物理状态是对称的.则必定与 I 办〉 具有相同的 
能《。但是我们所考虑的是 K 有一个态，即 I 办〉 ，具有这一能嫌.的情形，所以必定是同 
—个态一它与1办>只可能相差一个相位。这就是在物理上的论证。 

从数学上可以得到同样的结论。式 (17. 10) 或式 （17. 11) 是对称性的定义（这定义对任 
何态都成立）， 

P <3 = <3 /? I ^>- (17. 20) 

但是我们考虑的只是一个态 I 办〉， 它是一个具有确定能置的态，所以丨办〉=£：丨 办〉 。由 
于 E 只是一个数，如果需要，可将它移到0的前面，我们得 

<3 A I 办> = <3 E 丨办〉= E (3 丨办 >. 

因此 

AI 6 I 办>1 = El I 办 >1. (17.21) 

故丨 〆 》> = <3丨 办〉 也是的一个具有确定能量的态——具有同样的 E 。 但是根据我们的 
假设,只存在一个这样的态，因此，必定为 I〆 ■>> = /丨 办〉。 

我们刚才所证明的结果，对于物理系统的任何对称算符3都是正确的。所以，在我们 
只考虑电力和强相互作用的情况下（没有 p 衰变），反演对称是一个许可的近似，我们得 
PI Wse 1 * 丨0>。但是我们也已看到， e 1 * 不是+ 1就是_1。所以任何具有确定能量的态(非 
简并态），不是具有偶宇称就是具有奇宇称。 
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§ 17-3 守恒定律 

现在我们转而讨论另一个操作的有趣 例子： 转动。考虑将原子系统绕 z 轴旋转角多这 
样一种特殊的转动算符，我们称这种算符•为兑.（彡)。我们假定这样操作并不影响物理系 
统沿 r 轴和: y 轴的情况。任何电场或磁场都取成平行于 Z 轴~，从而，如果整个物理系统绕 
=轴旋转，外界条件不致改变。例如，如果在空间有一个原子，我们将它绕 z 轴转过#角，仍 
然得出相 lif 物理系统。 

有些特殊的状态具有这种性质 ：上述 操作产生的新态是原来的态乘上某个相位因子。 
让我们顺明一下，如果是这样.则相位的变化必定总是与角#成正比的。假设你 
的角 > 转动两次，这与以角2#转动一次是一回事。如果转动4具有态|办〉乘以相位的效 
果，所以 

R.d) lvfc> = e - U>. 

那么连续两次这样的转动应对该态乘以因子（/尸=«^,因为 

良 M ) • R.W I = I ifc > = e * 於 ■(♦> I = e B e a I | fo >， 

相位的变化 S 必须正比于 V 。我们接着来考虑这样的特殊状态。对该态来说 

I | ^>, (17. 22) 


式中 m 是某个实数。 

我们还知道值得注意的事实 是：如 果系统对于绕 Z 轴的转动是对称的，并且如果原来的 
状态正好具有满足式 （17.22) 的性质.那么这个态以后也具有这一性质。所以 m 这个数很 
ffi 要。如果我们开始时知道它的值，就知道了它结尾时的值。它是一个的数——《是 
—个运动常数。我们特别提出〃进行讨论 JilS 为它与任何特殊角度何关系，并且 
还因为它与经典力学中的某 些嫌相 对应。在量子力学中，对于1办>这样的态，我们决定把 
mh 称为绕 z 轴的角动置。如果这样,我们发现在大系统的极限下，上述的遣就等于经典力 
学中角动量的 z 分量。所以,如果有一个态，它绕 z 轴的转动正好产生了一个相位因子 e — ,那 
么这个态绕该轴就有确定的角动量，而且角动*是守恒的，它现在是、并且永远是 mA 。 当然，也 
可以绕任何轴转动,而且得出对不同的轴角动量守恒的结论。你们看到，角动置守恒是与下列 
事实密切相关的，即当你转动一下系统时你得到相同的态，该态仅具有一个新的相位因子。 

我们要指出这个概念是相当普遍的。我们将把它应用到另外两个守恒定律上去，这两 
条守恒定律与角动量守恒定律在物理概念上是完全一 致的。 在经典物理中我们还有动量守 
恒和能最守恒，有趣的是这两个定律也同样与某种物理对称性有关。 


• 我们将非常明确地把足 （ M 定义为物理系统绕 Z 轴转动这和把坐标系转动+一相同。 

** 假如在某时刻仅有一个场.并且场的方向保持不变.我们总可以把 * 轴取为沿着场的方向。 

*•• 要做更严格的证明.我们应对很小的转动角 < 作这种论证。因为任何角都是"次（角度的转动之 
和， * =祝、则 . 而总相位的改变就是小角度 < 所产生的相位改变的 n 倍，所以与多成 
正比。 
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假定有一个物理系统-个原子、某些复杂的原子核、或一个分子或某个事物——而 

且假定如果我们将整个系统移动到别的地方，不会对它产生任何影响，那么该系统的哈密顿 
就具有这种性 质:在 某种意义上它仅仅与系统的内部坐标有关，而与空间的绝对位置无关。 
在这种情况下存在一种我们可进行的特殊对^就是空间的平移。让我们定义 
古 / a ) 为沿 X 轴移动距离 a 的位移算符，这样，对任何态我们可以进行这一操作而得到一个 
新的态。但是也可能有一些非常特殊的态，当把它们沿: r 轴移动 <2时,我们仍然得到与原来 
相同的态，只是 相差一 个相位因子。我们还可以像上面那样来证明，对于这一情形相位必定 
正比于所以对这些特殊态 I 办〉, 我们可以写下 

DM) I lA»> = e - * I ^), (17.23) 

系数乘以; i 后称为 动 量的； r 分量 。我们这样称呼的理由是 ：对于 一个大的体系，它和经典 
动量 a 在数值上是 i ¥ i ^^ i ^的表述是这样的 ： 当一个系统位移时，若该系统的哈密顿 
不变，而且如果该系统开始时具有确定的 工方向 的动置，那么，随着时间的推移，系统在 
方向的动量将一直保持不变。一个系统的总动量在碰撞或埋炸前后将是相同的。 

另外还有一个与在空间的位移很相似的操 作：即 时间的延迟。假设有一个物理系统，不 
存在与时间有关的外部条件，我们使它在某一时刻从某一状态开始变化。现在在另一次实 
验中，例如我们在两秒钟以后，或者说延迟了时间 r 以后开始使此物理系统作同样的变化， 
而且如果外界条件与绝对时间无关，其演变将相同，所得到的终态也与刚才得到的终态相 
同，只不过推迟了时间 r 。 在那种情形下，我们还可以 发现一 些特殊的状态，它们随时间的 
进展具有这种特性，即延迟后的态正好是原来的态乘上一个相位因子。对这些特殊状态来 
说其相位的变化显然又必定与 r 成正比。我们可以写成 

I 办 > = e - 一 | 办 〉. （ 17.24) 

在定义 CO 的时候习惯上使用负号，采用这一习惯_ A 就是系统的能量，而且它是守恒的。所 
以具有确定能燉的系统是这样的系统,它经时间位移 r 后仍旧是它本身再乘以* r -。 （这就 
是我们在前面定义具有确定能置的置子态时所说的，因此我们是前后一致的。）这意味着，如 
果一个系统处在确定能量的状态，而且如果其哈密顿与时间《无关，那么不论发生什么情 
况，它在以后所有各时刻都会具有相同的能量。 

至此你一定看出了守恒定律与宇宙对称性之间的关系。有关时间位移的对称性意味着 
能置 守恒; 有关空间位置 X， ：y 或 * 的位移对称性意味着动置分置 守恒; 有关绕 X, ^和 2 轴 
旋转的对称性意味着角动量的： c , >和 2 分置守恒；与反映有关的对称性意味着宇称 守恒； 
与两个电子交换有关的对称性意味着某种我们还未命名的守恒，等等。这些原理中的一部 
分与经典物理中的类似，另一部分在经典物理中没有。量子力学中存在的守恒定律比经典 
力学中所用的要多，至少比经典力学中通常使用的要多。 

为了使你们能够阅读其他置子力学书籍，我们有必要作些小的技术上的说明一介绍 
—下人们常用的符号。当然，与时间有关的位移操作,就是我们以前谈到的 G : 

D,(r) = 0(« + r. 0. (17. 25) 

大多数人都喜欢用 无限小 的时间位移、无限小的空间位移或无限小角度的转动来讨论每件 
事情。既然任何有限位移和角度都可以由一连串的无限小的位移和角度累积而成,所以首 
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先来分析无限小的情况往往就比较容易。无限小时间位移以的算符(正如我们在第8章中 
所定义的）为 

古 ,(△/) = 1— 士 (17.26) 

于是 H 和称为能量的经典物理量相类似，因为如果|0>刚好是一个常数乘上丨少>,即 
| W = E 丨则该常数就是系统的能量。 

对其他操作也作同样处理。如果我们在 I 方向作一小位移，襞如 Ax , —般说来，态|0> 

将变成另一个态1/>。我们可以写成 

I /> = DJ ^) I vfr > = (1 + 士 p .^ xY *), (17.27) 

因为当△: r 趋近零时，1/>应正好变为4>,或 6,(0) = 1. 并且对于小的来说 ，氏 （ Aj ：> 

与1之差应该正比于 Ar 。 按这种方式定义的算符厂称为动置算符一当然指的是: r 分量。 

同理，人们通常把小的转动写成 

R,(A*) |^> = (1+-^- y.A^)l ^). (17.28) 

并且称人为角动 M 的^分量算符。对于那些 rM ) I 办〉=办> 的特殊状态,我们可 
以对任何小角度将该式右边展开至△彡的第一级而得到 

R.(A^) I ^>> = e""^ !(&■> = (1 + I >. 

将此式与式 （17. 28) 中 I 的定义相比较，我们得到 

I 0»> = mA | ^). (17.29) 

换言之，如果你们把，作用到对 z 轴具有 碑定角 动绿的态上,则得出 mA 乘以同样的态，其中 
mA 为角动量的 Z 分置的数值。这与把/?作用在具有确定能置的态上得到 EI 0 十分类似。 

我们现在要对角动歡守恒的槪念举些应用的例子，以告诉你们这些概念是怎样起作用 
的。其意义在于它们实在非常简单。你们以前就知道角动量是守恒的，从本章中你们真正 
要记住的只是如果一个态1办〉具有绕 Z 轴转动一角度#后变成 e w | 办〉 这一性质，它的角动 
ft 的 z 分*就等于 mA 。 这就是以后我们要做许多有趣工作时所需要的全部知识。 

§17-4 偏振光 

首先我们希望检验一个概念。在§ 11-4 中我们已证明，当在绕 z 轴 • 转过角4的坐标 
系中来观看右旋圆偏振光时，它要乘上 〆 。这是否意味着该右旋圆偏振的光子沿 z 轴具有 
—个单位••的角动量呢? 的确是这样 。这也意味着，如果我们有一束光，它所含有的大量 
光子都具有同样的圆偏振一就像经典光束那样一那么这束光就具有角动量。如果在 


• 请原谅，这个角与我们在 §11-4 中所用的角差一负号。 

•• 通常用 A 为单位来*度原子系统的角动置十分方便。这样 ，一 个自旋丨/2的粒子对任意轴的角动爾 
为士 1/2。或者一般地讲.角动置的*分 g 为 m 。 你不必老是去重 S 那个 A 。 
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某时刻光束所具有的总能量为那么就有 N = W / h ( a 个光子，每个光子具有角动量 A , 
所以总角动量为 


j = Nh = (17.30) 

(O 

我们能否用经典的方法证明右旋圆偏振光带有与 W / cu 成正比的能量和角动量呢？如 
果一切都正确的话,这应该是一个经典的命题。这是一个我们可以从量子物理过渡到经典 
物理的例子。我们应该来看一下经典物理是否证实这一点。它将给予我们一个概念，即是 
否有权把 m 称为角动置。回忆一下在经典物理中右旋圆偏振光是怎样的。它用一个电场 
来描写，该电场具有振动的 I 分量和振动的分置，两者的相位差90°,所以合电场矢量#在 
如图 17-5( a ) 所示的圆上旋转。现在假设这种光照射到一个吸收（或者至少部分吸收）它的 
墙壁上，并且按照经典物理的观点来考虑墙内的一个原子。我们以前通常把原子中电子的 
运动看成是一个可以用外场来驱使它振动的谐振子。我们假定该原子是各向同性的，从而 
它可以在: r 方向上和 >> 方向上同样地振动。另外在圆偏振光中，其 I 位移和; y 位移相同， 
但是一个比另一个落后90°。最后的结果是该电子也在一个圆上运动，如图 17-5( b ) 所示。 
该电子离开平衡位 g 原点有一个位移 r , 作圆运动，相对于矢量考它滞后某个相位。在和 r 之 
间的关系如图 17-5( b ) 所示。随着时间的推移，电场不断旋转，而位移则以相同的频率旋 
转，结果它们的相对取向保持不变。现在让我们观察电场对该电子所作之功。给予这个电 
子的功率为电子的速度〃乘上平行于这个速度的 <7#的 分置： 

= q «, v . (17.31) 

但是注意，有角动 tt 注入该电子，因为始终存在着对于原点的力矩。此力矩为它必定 
等于角动置的变化率 dA / dt : 

^ = q «, r . (17. 32) 




图 17-5 ( a ) 圆偏振光波的电场 #;( b > 圆偏振光驱动的电子的运动 
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因 u = tor ,所以我们得 



因此，如果我们对吸收的总角动量积分，则它就正比于总能量一比例系数为1/«,与式 
(17.30) —致。光的确带有角动量——如果光沿 z 轴是右旋圆偏振的，则为+ 1单位（乘以 
ft ), 如果是左旋圆偏振的，则沿 z 轴为一 1单位。 

现在我们提出如下问题 ：如果 光是在 x 方向线偏振的，那么它的角动量如何？ ： c 方向 
的偏振光可以用右旋圆偏振光和左旋圆偏振光的叠加来表示。因此，它对角动量为+ * 
具有一定的振幅，对角动量为一 6具有另一振幅，结果它没有确定的角动量。它既有一定 
的振幅以+ A 出现，又具有相等的振幅以一； i 出现。这样两个振幅的干涉产生了线偏振， 
但它具有相同的概率以+ 1或一 1单位的角动 M 出现。对一束线偏振光的宏观测量表 
明 ：它的 量为零。因为在大4光子中，右旋圆偏振和左旋圆偏振光子的数目接近 
相等，它们贡献的角动 S 相反一平均角动量为零。所以在经典理论中，除非存在着一定 
的圆偏振，否则你们就测不出角动量。 

我们曾说过，任何自旋1的粒子可以具有3个 J . 值，即+ 1, 0, — 1( 即我们在施特恩- 
格拉赫实验中看到的3个态）。但光是螺旋型的，它只有两个态，而没有为零的态。这一奇 
特的缺漏与光不能静止这个事实有关。对于一个自旋的静止的粒子来说,必定有 2) + 1 
个可能的态，其人值以1为梯级从一 增加到 +)。但是可以证明，对某些自旋为 i 而质 M 
为零的粒子来说，只存在沿运动方向的分》为 +) 和一 _；_的态。例如,光没有3个态，只有两 
个——虽然光子仍然是一个自旋1的客体。这和我们早先根据在空间旋转条件下发生的情 
况证明的自旋1的粒子必须具有3个态如何相一致呢？对于一个静止的粒子来说，可以绕 
任何轴旋转而不改变其动 M 状态。睁止质 M 为零的粒子（如光子和中微子）不可能静止下 
来，只有绕沿运动方向的轴旋转才不改变 其动置 状态。关于只绕一个轴的转动的论证不足 
以证明需要具有3个态，而且其中一个态在旋转角4的情况下系按照一变化的*。 

还有一件值得注意的事。一般说来，对于一个静止质量为零的粒子，相对其运动方向的 
两个自旋态 （+_/, 一 ■；_) 中 只有一个 是真正必须的。例如中微子——它是自旋1/2的粒 
子——在自然界中只有角其运动方向相反的那个态 （一6/2) 才存在[而反中微 
子只有投运动方向的态 < + A 々）]。 当一个系统具有反演对称性（从而宇称守恒，光就是这 
样的) f 才需要有两个分量 （+) 和 

§ 17-5 A ° 的衰变 

现在我们想举一个例子，说明如何应用角动量守恒定理来处理一个特殊的量子物理问 
题。我们来看看 A ° 粒子的崩裂，它通 过“弱 ”相互作用衰变为一个质子和一个^ 介子： 

A ° - ► p + 7 t - • 

• 对于一个质 敏为零 的粒子，我们曾试图至少找到一个证据，以证明其沿运动方向的角动量必定是 
的整数倍，而不是像 A /3 这样的值。我们甚至用遍了洛伦兹变换的所有性质，但还是失败了。或许这 
种想法本身就不正确。我们不得不去找维格纳 ( Wigner ) 教授谈谈，他精通这方面的事情。 
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假定已知 7 T 介子的自旋为零，质子的自旋为1/2, A ° 的自旋为1/2。我们希望解决下列问 
题:假 设 A ° 是以一种使其完全极化方式产生的——所谓极化指的是相对某个适当选取的 z 
轴，它的自旋“向上”一参看图 17-6< a )。 我们的问题是，相对^轴以角度6发射质宇[如图 
17-6( b ) 所示]的衰变概率是多少？换言之，衰变的角分布如何？我们在 A ° 是静止的坐标 
系中来观察这种衰变，即在这个静止参照系中来测董角度，然后，如果需要的话，总可以把测 
得的结果变换到其他参照系中去。 


衰变前 袞变后 



1 

1 

〆 K 

1 

1 

1 

1 


«o 

( a ) 


( b ) 

1 

1 

1 

1 

是 

1 

1 

否 




( a ) 

( b ) 

( c ) 


® 17-6 一个自旋向上的 A ° 粒子衰变成一个 围 17-7 —自旋••朝上”的 A « 粒子，以质子沿 

质子和一个 （介子 （在质心參考系中 K 在角 +* 方向飞出的方式衰变的两种可能性。只有 

方向发射质子的槪率是多少呢？ 角动■才守恒 


我们从下面这个特殊情况着手，就是质子发射到沿 z 轴很小的一个立体角 A /3 中（如图 
17-7)。在衰变前 A ° 的自旋向上，如图 17-7( a ) 所示,经过短时间后——由于至今还不知道 
的原因，除非与弱衰变有关,—— A ° 炸裂成一个质子和一个 tc 介子。假定质子沿 + z 轴向 
上运动。于是，根据动置守恒,《介子必定向下运动。既然质子是自旋1/2的粒子，其自旋 
必定不是“朝上"就是“朝下”——原则上有两种可能，如图中 （ b > 和 （ c ) 所示。但是角动置守 
恒要求质子具有“向上”的自旋。这从下面的论证中很容易明白。一个沿 z 轴运动的粒子， 
不可能因其运动而对沿这个轴的角动量有贡献.因此只有自旋才能对九有所贡献。衰变前 
对=轴的自旋角动量为 + A /2, 因此衰变后也必须是 + A /2。 我们可以说，既然 k 介子的自 
旋为零，那末质子的自旋必定“朝上”。 

如果你担心这种论证在置子力学中可能不正确，那么我们可以花一点时间来证明一下 
这种论证是正确的。我们把初态(衰变前的态）称为丨 A ° ，自旋 + *：>, 它具有如下性质 ：如果 
把该态绕 z 轴旋转角 t 则态矢量将乘上相位因子 e * n 。 (在旋转后的参考系中态矢量为 
，自旋+乃。)这就是我们所说的自旋1/2粒子自旋"朝上”的意思。由于自然界的行 
为不取决于我们对坐标轴的选取，所以终态(质子加 it 介子）也必定具有相同的性质。譬如 
说,我们可以把终态写成 
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I 质子走向 + z , 自旋 + z ; jt 介子走向一 z >. 

但是我们实在并不需要标明 n 介子的运动，因为在我们所选取的坐标系中它的运动方向总 
是与质子的相反,所以我们可以把终态的描述简化为 

I 质子走向 + Z , 自旋 + *:>• 


那么如果我们把坐标绕 z 轴旋转角 Si , 这个态矢量会发生什么变化呢？ 

由于质子和 it 介子都沿 z 轴运动，它们的运动并不因这种旋转而改变。（这就是我们挑 
选这一特殊情况的原因，否则我们就不可能作这种论证。）再有， it 介子也不受影响，因为它 
的自旋是0。然后,质子的自旋是1/2。如果其自旋“朝上”，它将贡献转动引起的0«的相 
位变化。（若质子的自旋“朝下”，则由于质子相位变化为厂〜。）但是，如果要角动置守恒, 


(它必须守恒，因为没有外来因素影响系统 
的哈密顿。）那么激发前后由于旋转而产生 
的相位变化必须相同。所以唯一的可能性 
是质子自旋“朝上"。如果质子向上运动， 
它的自旋也必定“朝上”。 

于是,我们得出结论，角 动置守 恒所允 
许的过程是图 17-7 中 （ b ) 所示的过程，而 
不允许图中 （ c ) 所示过程。既然我们知道， 
发生了衰变，对于过程 （ b ) ——质子向上运 
动而自旋也"朝上”一就存在某种振幅， 
让我们用 a 来代表在无限小的时间间隔内 
以这种方式发生衰变的振幅 

现在让我们来看看，如果开始时 A 1 ■的 
自旋是“朝下”的，则会发生什么惝况呢？ 
我们仍旧要问质子沿 * 轴向上运动的袞变 
情况，如图 17-8 所示。你们一定知道，如 
果角动量守恒，则在这种情况下质子的自 
旋必定“朝下”。令这种衰变的振幅为6。 


表变的 表变后 



k '6 «o 

• I 


否 是 

⑷ ( b ) ( c ) 

图 17-8 —个自旋“朝下"的 A ° 
粒子沿^轴的衰变 


对于 a 和6这两个振幅，我们再不能多说什么了。它们与 A ° 的内部机理以及弱衰变有 
关，迄今还没有人知道如何计算这两个振幅。我们只能从实验中得到它们。但是只用这两 
个振幅就求出所有我们想要知道的衰变的角分布。不过必须始终仔细地、完整地定义 
我们所谈那些态。 

我们想要知道质子沿与^轴成0角的方向（在小立体角 A /7 中）飞出去的概率，如图 
17-6 所示。让我们在这个方向放置一个新的 2 轴，称为/轴。我们知道如何分析沿这个轴 


* 我们现在假定你们对量子力学的机理已经相当熟悉，因此我们可以用物理方式来讲述有关串情，而 
不去花时间写出所有的数学细节。如果你们对这里所讲的不很清楚，可以在本节末尾的注释中找到略去 
的细节。 
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发生的情况。相对于这个新轴, A ° 的自旋不再肯定“朝上”，但它具有自旋“朝上”的某个振 
幅，还有自旋“朝下”的另一个振幅。我们在第6章以及第10章式 （10. 30) 早已讨论过这些 
情形。自旋“朝上”的振幅为 co S tf /2, 而自旋“朝下”的振幅为 • _ sin 0/2。 当八°的自旋沿 
^轴为“朝上”时，它将以振幅 a 在方向发射一个质子。所以沿/方向找到一个自旋"朝 
上”的出射质子的振幅为 



(17. 33) 


同理，沿正 〆 方向发现一个自旋“朝下”的出射质子的振幅为 

— 6 sin (17. 34) 

这些振幅所代表的两个过程为图 17-9 所示。 



振幅 acosy 嵌幅 bsinf 

⑷ ( b ) 


*17-9 A 11 的两个可能的 袞变态 


现在提一个很容易的问题。假定 A ° 沿2轴自旋向上，衰变质子在0角方向离开的概率 
是多少？这两个自旋态(沿/方向“朝上”或“朝下。是可以区分的.虽然我们不打算去观察 
它们。所以为了求得这个概率，我们将振幅平方，并把它们相加。在0附近很小的立体角 
MJ 中找到一个质子的概率 /( 幻为 

f {0) =| a | W 音+| 6 | , sin , -|. (17.35) 

用 sin :| = 去 (1- cos 幻， cos 1 ! = i -( l + co S (?), 我们可将 /(<?) 写成 

f (0) = ( la |2 + l 6 l ， )+( lal ， 7' 6l， ) cosg - ( 17 . 36) 

因此角分布的形式为 


• 我们选取 〆 使其在 XZ 平面内，并利用有关/? 〆 幻的矩阵元。对于任何别的选取，也将得到同样的 
答案。 
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f ( d ) =^( H-acos d ). (17. 37) 

该概率有一部分与0无关，另一部分随 cos 6而线性变化。通过测量角分布，我们可以求得 a 
和沒，从而求得 Ia | 和|6|。 

现在我们可以回答许多别的问题了。我们是否只对沿原来的^轴自旋“朝上”的质子感 
兴趣呢？式 （17. 33) 和 （17. 34) 中的各项都给出 沿/轴 （+ 〆 和一 〆 ）发现自旋“朝上”和自旋 
“朝下”的质子的振幅。相对原来的轴自旋“朝上”的态1+乃可以用基础态1+0和卜/〉来 
•表示。这样，我们就可以把式 (17. 33) 和 （17. 34) 两个振幅用适当的系数 ( cos 沒/2和一 sin 0/2) 
组合起来，而得到总的 振幅： 

a cos 2 y + 厶 sin 2 音. 


它的平方就是质子以 与 A ° 相同的自旋(沿 z 轴“朝上”）、在 (9 角方向出射的概率。 

假如宇称是守恒的话，我们就可以再说一件事。图 17-8 中的衰变正好就是图 17-7 中 
的衰变对: r ： V 平面的反射假如宇称是守恒的话，则6就只能等于 a 或一 a 。 于是式 
(17. 37〉中的系数 a 就成为零，在各个方向发生衰变的概率就要相等。 

但是实验结果表明，衰变中存在着不对称性。测得的角分布的确如我们所预言的那样 
按 COS 0 变化，而不是随 COS % 或 COS 0 的任何其他幂次变化。实际上，既然角分布具有这个 
形式,我们从这些测 M 中可以推得 A ° 的自旋为1/2。而且我们看到宇称并不守恒。事实 
上，实验上得出的系数 a 为一 0.62 士 0.05, 所以6大约为 a 的两倍，很明显，对反射来说不 
存在对称性。 

你们看我们从角动》守恒中能够得到多少东西。在下一章中我们将列举更多的例子。 

附注本 U 中的振指的是：在无限小的时间 d/ 内从 CIA, 自《+«>产生态子走向 +«.fJ 旋+«>的振幅.碘»之.就 

〈质 子走向+ «•自* + «l HI A •自 《+■> ■ ih . (17.38) 

这甩的个宇宙 . S 少是引起 A 表变的所有寧物所构成的霹部分宇宙的 ■& 密顿。角动量守恒倉味着枪密顿必须 ft 有如下性质 


对振《6我们指的是 


角动量守恒意味着 


《质 子走向自*丨 HI A.|^ft + *>-0. 

〈质子走向 + *. 白族一 * I HI A. 自族 -*> - inb . 

《质子走 W+*. 自庚 + *l HI A.0 旋一《> »0. 


如果式 （17.33) 和 （17. 34>中所写出的振幅还不濟楚的话.那 么我们 可以用史为数学化的方式把它们*示 toT * 对式 （17. 33) 我们捎 
的是自旋沿十*轴的 Aft 变成一个沿方向运动、萬0旋也沿，方向的质子的振輟.即振《 


〈质子 走向 〆 .自旋 HI A , 白 » + *>. 07.42) 

根据置子力学的一般定理.这个 振幢吋 以写成 

乏] 〈质 子走向 +*',G 旋 +* I H I A . iXA . il A . 自* +*>• (17.43) 

这里的求和是对静止的 A 粒7•的各个基础态 IA . i > 进行的^由于 A 粒子为自旋丨/2.因此在任何我们希望选取的参考基础中存在 
两个这 样的塞 础态。如果我们使用上-和自旋■■輻卞―这两个态作为基础态.式 （17 . 43) 的振幅躭等于 
下列总和： 


* 我们记得自旋是个轴矢量，它在反射变换中要反向。 
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〈通子走向+ 〆 ，自®+ 〆 丨 H | A . + *>< A . +z I A . +*> 

+ < 质户走向 + *' •自旋+ «，丨 HI A •— 〆 〉<△•-〆 IA , +*>. 07.44) 

根据式 U 7.38) 的定义，以及根据角动置守恒得到的式（1 7 .41>.上式第一項中的第一个因子就是第二项的第一个因子为零。第二项中 
剩 F 的因子 < A , +« IA . +*> 正好 就是一 个沿一轴自旋•朝上■•的自 ft 丨/2«子，它沿另一成0角的轴也具有••朝上••的自旋的振蜴.其值 
为 COS tf /2 ——参看表6-2。所以式 <17.44) 刚好为 《 ccs 0/2, 与我们在式 < n .33> 所写出的一样。对自旋~_下"的 A 粒子作岡样的论证. 
即得出式 U 7.34) 的振 《• 

§17-6 转动矩阵概要 

我们现在要把所学过的关于自旋1/2和1的粒子转动的各种情况综合到一起，以便将 
来参考。下面你会看到有关自旋1/2的粒子和自旋1的粒子以及光子（它是自旋1、静止质 
稱为0的粒子）的两个转动矩阵 K , (幻和的表格。对每一个自旋，我们将给出绕 z 轴 
或>轴转动的矩阵项〈>1幻〖>。当然，它们和我们在前面几章中所用的 < + T ,|0 S > 这类振幅 
是完全等价的。 K . (鈞的意思是把一个态投影到一个绕 Z 轴旋转#角的新坐标系中去一 
永远采用右手定则来定义转动的正指向。 K ,(0) 表示参考系绕 y 轴旋转0角。知道了这两 
种转动后，你当然可以作出任何的转动。我们按惯例这样来写矩阵元，使 g 边的态是新（转 
动过）的坐标系的一个基础态，而右边的态是老的（转动前的）坐标系中的 f 础态。你可以用 
多种方式来解释表中的各项。例如，表 17-1 中的项表示矩阵元 <—I J ? |一> = 它 
也表示 R 卜〉= 卜〉 或 <H R = <H e — M . 它们全都是一回事。 

表 17-1 自旋 1/2 的转动矩阵 
两个态：1+>,沿》轴"朝上 ”，》■=+ 1/2 
|_>,沿*轴“朝下”，/»=—1/2 
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第 18 章角动量 

§ 18-1 电偶极辐射 

上一章，我们发展了盪子力学中角动量守恒的概念,并且说明怎样用这些概念来预言八 
粒子衰变中质子的角分布。现在我们想给你们举一些其他类似的例子，来说明原子系统中 
角动量守恒的重要性。我们的第一个例子是原子的光辐射。角动量守恒(除了其他方面)将 
决定发射光子的偏振情况和角分布。 

假设一个原子处于一个有确定角动 S (臂如自旋为 1) 的激发态，当它跃迁到一个角动 
»为零的低能态时，发射出一个光子。问题是如何计算光子的角分布和偏振情况。（除了现 

在我们的粒子为自旋1而不是1/2以外，这个 
问题和 A ° 的衰变几乎完全相同。）因为原子的 
较高能态自旋为1,所以其角动 M 的 * 分 a 有 
3种可能性。 m 的值可能为+ 1、0或一 1。在 
我们的例子中，取 m =+1。一旦你知道了如何 
处理这一悄形，其他情形也就会解决了。我们 
设想一个原子的角动置沿着 + * 轴方向，如图 
18- l ( a ) 所示； 并且试问它沿 Z 轴向上发射右 
旋圆偏振光、结果原子的角动 M 变为零 的振幅 
是什么，如图 18- l ( b ) 所示，我们并不知道这个 
问题的答案，但是我们却知道，对右旋圆偏振 
光，沿着它的传播方向具有一个单位角动 tt 。 
所以发射光子后，情况将如图 18- l ( b ) 所 
示——留下的原子沿 z 轴的角动里为零，因为 
我们假定了原子在较低能态时自旋为零。我 
们用 a 代表这一事件的振幅。说得更明确些， 
我们令 a 为在 dz 时间内、向以 Z 轴为中心的小 
立体角如内发射一光子的振幅。注意，在同一个方向发射 LHC (左旋圆偏振）光子的振幅 
为零。沿^轴的净角动量对于这种光 子为一 1,而原子为0,总的角动 * 为一 1,这将使角动 
量不守恒。 

同样,如果原子的自旋起初是“朝下”的（沿 Z 轴为一 1>,那它只能在 z 轴正方向发射一 
个 LHC 光子，如图 18-2 所示。我们用6代表这一事件的振幅——意义同样是光子进入某 
一立体角的振幅。另一方面,如果原子处于 m = 0的状态，则它根本不能在 + z 方向发 
射光子，因为光子沿其运动方向的角动量，只能是+ 1 或一 1。 



激发 态原子 


右旋圓偏 

娠光子 


|某态原 f 




跃迁的 • R 迁后 

( a ) ( b ) 

BB 18-1 一个 m =+1 的原子沿 + z 轴 
方向发射一个 RHC 光子 
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其次,我们可以证明6与^有关。假设我们把图 18-1 的情况作一反演，意思就是我们 
设想，如果把系统中每一部分移到原点对面的相应的点上去，该系统将会怎样。这并不意味 
着需要反射角动量矢量，因为它是人为的量。说得更确切些，我们应将对应于这种角动量的 
实际的运动特性倒转。在图 18-3( a ) 和 （ b ) 中，我们显示了图 18-1 中的过程相对于原子中 
心反演前后的情况。注意原子转动的指向是不变的’，在图 18-3( b > 倒转的系统中 ， m =+ 1 
的原子向下发射一个 LHC 光子。 



图 18-2 —个 =— 1的原子沿 + t 轴方向发射 m 18-3 如对 ( a > 中的过程进行对原子 

一个 LHC 光子 中心的反演变换,就出现 ( b ) 所示的情形 


如果现在我们将图 18-3( b > 的系统绕 : r 轴或: y 轴旋转180°,那么它就变得和图 18-2 完 
全一样。反演和旋转的联合操作.使第二个过程成为第一个过程。由表 17-2, 我们知道对 y 
轴旋转180°,恰好相当于把 m =— l 的态变成;》=+1的态，所以除了由于反演可能造成符号 
改变外，振幅 b 必定和振幅 a 相等。反演中的符号改变将取决于原子的初态和终态的宇称。 

1原子的过程中，宇称是守恒的,所以整个系统的宇称在光子发射前后应该相同。所发 
生的情况取决于原子初态和终态的宇称是偶还是奇一对于不同的情况，辐射的角分布将 
不一样。我们将选取一个一般的情况，初态为 g 宇称，而终态为 ® 宇称,这将给出所谓的“电 
偶极辐射”。（如果初态和终态具有相同的宇称，我们称其为“磁 i 极辐射”，它具有回路中振 
荡电流的辐射特性。）如果初态的宇称为奇，在使系统从图 18-3 的 U ) 到 （ b > 的反演中，它的 
振幅改变符号。原子的终态具有偶宇称，所以其振幅不改变符号。如果在反应过程中宇称 
守恒,则振幅6和振幅 a 必然大小相等，符号相反。 

- 当我们把 x , ; y . * 变成一 ■!. 一*时，你可能认为所有矢置都反了向。对于像位移和速度这样的 
极矢最，这是对的，但对于像角动屋或任意由两个极矢爾叉乘所得的轴矢 置来说 ，这就不对了。轴矢 a 在反 
演后有相同的分 a 。 
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我们推断 出：如 果一个 m =+1 的态向上发射一个光子的振幅是那么对我们所假设 
的初态和终态的宇称而言 ， m =_1 的态向上发射一个 LHC 光子的振 幅为一 。 

我们已有了求出与 z 轴成任意角0方向发射光子的振幅所需知道的一切。假设有一原 
子，原来具有 m =+ l 的偏振。我们可以把这个态分解为相对于新的 〆 轴的+ 1, 0, —1等 
3个态,这新的 〆 轴在光子发射的方向上。对这3个态的振幅就是表 17-2 下半部分所给出 
的。于是在方向发射出一个 RHC (右旋圆偏振）光子的振幅，为 a 乘以在这个方向具有 
m =+1 的振幅，即 

a (+\ R ,(0) l +> = f ( l + cos <?). (18.1) 

在同一方向发射一个 LHC 光子的振幅为一 a 乘以在此新方向具有 m =_1 的振幅，利用表 
17-2, 即为 

- a <-| R ,( d ) |+> =--|( l - cosfl ), (18.2) 

如果你对其他的偏振感兴趣，你可以将这两种振 幅的® 加得出它们的振幅。当然，为了得到 
作为角度的函数的任何分量的强度，你必须取振幅绝对值的平方。 

§18-2 光散射 


让我们利用这些结果来解决一个稍微复杂、但也较为真实的问题。假设同样的原子处 


于其基态 （） = 0) 上，并将一束入射光散射出去。设光起初沿 + z 轴方向传播，也就是说光 



( a ) < b ) ( c ) 

光被原子散射可看作一个两阶段过程 


子丛一 z 方向射向原子，如图 l 8 - 4 ( a > 所示。我 
们 i 以认为光的敗射分成两个阶 段：光 子先被 
吸收，然后再发射 出去。 如果我们从一个 RHC 
光子出发[如图 18-4( a ) 所示]，并且角动罱是守 
恒的，则原子在吸收光子后，就会处于 m =+ 1 
的态，如图 18-4( b > 所示。我们把这过程的振 
幅称为 C 。 原子随后能够在方向发射出一个 
KHC 光子，如图 18-4( c ) 所示。一个 RHC 光 
子被散射到0方向的总振幅就是 c 乘以式 
(18.1)。如将此振幅称为 ( K ' lSIi ?〉， 就有 

( R ' \ S \ R ) = j(l + cos 5). (18.3) 
同样，吸收 RHC 光子而发射 LHC 光子也具有 


一定的振幅。这两个振幅的乘积就是 RHC 光子被散射成为 LHC 光子的振幅 〈 L '| S | R >。 
由式 （18.2) 得 


< L * I S | R ) =— y(l — cos 0). 


(18.4) 


• 你们有些人可能会根据我们所考虑的终态没有确定的宇称，而反对我们刚才所做的论证。在本章 
末的附注2中.你将找到另一个你可能比较满意的证明。 
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现在我们要问，如果射进来的是一个左旋圆偏振光子，那将出现什么情况？当它被吸收 
后，原子将进入 m =—1 的态，根据我们在上节中所用的同样的论证，可以证明这个振幅必 
然是 _ c 。 一个处在 m =— 1态的原子，在角6方向发 射一个 RHC 光子的振幅是 a 乘以振 

幅 <+1 Ry (6) |->,它就等于 |(1 — cos 0), 所以我们有 

( R ' \ S \ L ) =-^(l-cos(?). (18.5) 

最后，对于一个 LHC 光子被散射为一个 LHC 光子的振幅为 

|S|L) = ^(l+cosfl). (18.6) 


(这里的两个负号相消了。） 

如果我们测置关于圆偏振的任何给定组合的散射它将和这4个振幅中一个振幅 
的平方成正比。例如，对于一束入射的 RHC 光，其敗射中 RHC 光的强度将随 （1 + 
cosey 而变化。 

所有这一切都不错，但是假如从线偏振光出发，那会怎样呢？如果是 X 向偏振光，则它 
可以用 RHC 光和 LHC 光的 ft 加来表示。我们写作(参见§ 1-4) 


I x ) = 


- j =-(\ R )+\ L )). 


如果是: y 向偏振光，则我们将有 


I >> : =- *(丨 L »- 


(18.7) 


(18.8) 


现在你想知道什么呢？你想得到: r 向偏振的光在角方向被敗射为 RHC 光子的振幅吗？ 
你可以由组合振幅的一般规则得到它。首先用乘式 （18. 7) 以得出 

I S | x> = 丨 S 丨 + 〈R' I S 丨 L>). (18.9) 


然后对两个振幅利用式 (18. 3>和 （18. 5) ,得到 
( R ' \ S \ x ) = 


ac 


(18. 10) 


如果你要的是 i 向偏振的光子被散射成 LHC 光子的振幅，你将得到 


<1/ | S 丨 j :> = -^-cos 0 . 


(18.11) 


最后，假设你想知道一个I向偏振的光子被散射后仍保持其为 >r 向偏振的振幅，你所 
要求的就是 Or'ISk〉。 它可以写为 


( x r \ S \ x ) = U | R ')( R ' \ S \ x ) + W I L ')( L ' I S I x>. 


若再用下列关系 


(18. 12) 
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1 R ') = - p ( 1 ■ r ’〉+ i 1 y >), 

V 2 

(18. 13) 

1 L ') = 古( | — i I y >). 

(18.14) 

由此得到 


{ x \ R ') = ^. 

(18. 15) 


(18. 16) 

所以得到 

{ x ' | S | x ) = accos 0 . 

(18. 17) 

答案是，一束: r 向偏振光被散射到方向（在平面中）的强度和 
问关于 y 向偏振光的情况，你会发现 

cosM 成正比。如果你要 

</ | S | x > = 0. 

(18.18) 


所以散射光在: r 方向是完全偏振的。 

现在我们介绍一些有趣的 亊悄。 式 (18.17) 和 (18. 18>的结果完全和第1卷§ 32-6 给出的 
光散射的经典理论相一致。在那里我们想象电子被一线性恢复力束缚于原子中，电子就像一 
个经典振子。也许你 在想: “这问题在经典理论中要容易得多，如果经典理论给出正确的答案， 
为什么要用《子理论来麻烦自己呢?”有一个理由是，我们至今所考虑的只是具有 ）= 1的激发 
态及 ） = 0的基态的原子这一特殊一虽然普通——的悄况。如果激发态的自旋为2,你将得 
到不同的结果。另外,我们并没有理由认为这种挂 在弹箦 上的电子并被振荡电场驱动的模型 
也应对单个光子适用。但是我们发现实际上它确实是适用的，所得出的光的偏振性和强度是 
正确的。所以从某种意义上讲.我们正在使整个课程接近真实情况。在第】卷中,我们曾用经典 
理论讨论过折射率和光散射理论，现在我们证明了量子理论在最一般的情况下给出了同样的结 
果。例如，我们现在实际上用量子力学论证了天上的光的偏振现象,这是唯一真正合理的方法。 

当然，所有行得通的经典理论鼓终总得到合理的激子论据的支持。自然，我们花了很多 
时间来对你们解释的那些内容都是选自经典物理中对量子力学来说仍然正确的部分。你可 
能注意到，我们没有详细讨论过电子绕轨道运行的原子模型。这是因为这样的原子模型并 
不给出和量子力学相一致的结果。但是连在弹费上的电子(原子“看 t 去”，根本不是这么回 
事)确实有用，所以我们在折射率的理论中采用了这一模型。 

§18-3 电子偶素的湮没 

下面我们想举一个非常漂亮的例子。它很有趣，虽然稍微复杂些，但我们希望不至于过分 
复杂。我们的例子是个称为电子偶素的系统，它是由一个电子和一个正电子组成的“原 

子”-个和一个组成的束缚态。它类似于一个氢原子，只是正电子代替 f 质子而 

已。和氢原子一样，它有许多状态。也像氢原子那样，其基态也由于磁矩的相互作用而分裂成 
“超精细结构”。电子和正电子的自旋都为1/2,它们可以平行或反平行于任一给定的轴(在基 
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/ 


电子《索 

0 


衰变前 

(») 


表变后 

(b) 


围 I 8- S 电子偶*的双光子灌没 


态不存在由于轨道运动而产生的角动量），所以它有4个状态 :其中 3个是自旋1的系统的支 
态，它们具有相同的能量,另一个是具有不同能量、自旋为零 
的态。不过，能量的分裂比氢的1 420兆周要大得多，这是 
因为正电子的磁矩比质子的磁矩大得多——大1 000倍。 

然而最重要的区别在于 ：电子 偶索不能一直存在。 

正电子是电子的反粒子，它们可以互相湮没。这两个粒 
子完全消失——它们的静止能量转化为辐射能，后者表 
现为7射线(光子）。在此衰变中，两个具有有限静止质 
量的粒子，变成了两个或多个静止质量为零的粒子^。 

我们从分析处于自旋零的态的电子偶素的衰变开始。 

它衰变成两个寿命约为10 的 y 射线(光子)。起初，正 

电子和电子靠近，它们的自旋反平行，构成了电子偶素系 
统。衰变后，有两个光子带着大小相等而方向相反的动量 
跑开(图18-5)。它们的动置必须大小相等而方向相反，因 
为，如果我们取的是处于静止状态的湮没这一情形，则袞变后的总角动 ft 必然和衰变前一样为 

零。如果电子偶素不是处于静止状态，则我们可以跟着它 
跑,解出这一问题.然后再把每件事变换到实验室坐标系 
中去。（看，我们现在已经工具齐全，可以做任何亊情 了。〉 
首先,我们注怠角分布并不是很感兴趣。因为初态 
的自旋为零，它没有什么特殊的轴——它对所有的转动 
都是对称的。于是终态对所有的转动也应该是对称的。 
这意味菥该袞变对每个角度都是同样可能的——光子走 
向任何方向的振幅都是一样的。当然，一旦我们在某个 
方向找到一个光子，另一个一定是在相反方向上。 

剩下唯一我们要考察的问题是关于光子的偏振。设 
两个光子运动的方向为正 * 轴和负 * 轴。对于光子的偏 
振态,可以使用我们所需要的任何表象。我们选取右旋 
和左旋圆偏振(总是相对运动方向而言的）来描述它。我 
们可以立即看出，如果向上的光子是 RHC , 那么如果向 
下的光子也是 RHC , 则满足角动量守恒。每个光子相对 
其动量方向来说都携带了+ 1单位的角动量，这就是说沿 
«轴〜是+ 1和 一 1单位的角动量。两者的总和为零，衰变后的角动量和衰变前的相同。见 
图 18-6。 


右《_ 
偏 fc 


电 T 偶素 




，右旋圆 

mm 


图 18-6 电子偶索沿 Z 轴湮 
没的一种可能性 


• 今天在对世界的较深的了解中，我们还没有一种容易的方法，以区分光子的能章是否比电子的能量具 
有较少的物质性，因为正如你们所知道的，所有粒子的行为非常相似，唯一的区别是光子的静止质景为零。 

•• 注意，我们总是分析在粒子运动方向的角动量，如果要问及关于任何其他轴的角动量，那我们就要考虑到 
有“轨道”角动 M ——来自 pxr 项。例如，我们不能说光子正好是从电子偶素中心离去的，它们可能会像从旋转 
的车轮边缘抛射出去的两个物体那样离去。但是当我们把轴取在运动方向上时，我们就不必担心这种可能性了。 
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同样的论证表明，如果向上的光子是 RHC , 则向下的光子就不可能是 LHC , 否则终态 
将具有两个单位的角动量。若初态自旋为零，这是不允许的。注意，对于其他自旋为1的电 
子偶素的基态，这样的终态也是不可能的，因为在任何方向角动量的极大值是一个单位。 

现在我们要证明，对自旋1的态，双光子湮没是根本不可能的。你可能认为，如果取 
j = 1, m = 0 的态——它在 Z 轴上的角动量为零一它应该与自旋零的态一样，可以衰变 
成两个 RHC 光子。当然，图 18-7( a ) 所示的衰变对沿 2 轴的角动量守恒。但是来看一下，如果 
把此体系绕 y 轴旋转180°,则会发生什么，我们将得到图 18-7( b ) 所示的图像。它与图 ( a > 完 
全相同。我们所做的一切只是把两个光子互换了一下。光子是玻色子，如果把它们互换一下， 
则振幅不变号，所以 （ b ) 部分衰变的振幅必定和 ( a ) 部分衰变的振幅相同，但是我们曾假设 
原来的物体自旋为1,如果我们把处于 m = 0态、自旋1的物体绕 y 轴旋转180°,则它的振幅 
将改变符号（见表 17-2, 0= 10。所以图 18-7 中 U ) 和 ( b ) 的振幅应具有相反的符号，自旋1 
的态不能衰变为两个光子。 


CC 


⑷ 

图 18-7 对于电子偶索其1的态，过程和它绕: y 轴旋转180•后得到的过程 ( b > 完全相同 




( b ) 


当电子偶素形成时，你可能预期它有1/4的时间停留在自旋0的态,3/4的时间留在自 
旋1的态（包括 m =— l , 0或+ 1 )。所以有1/4的时间你将得到双光子的 湮没； 另外3/4的 
时间可能没有双光子湮没;但湮没仍会发生，不过将产生纟个光子。这种情形较难发生，因 
其寿命要长1 000倍——约 l < T 7 s 。 这是实验观察到的结果。我们不再进一步详细讨论自 
旋1的粒子的湮没。 

到现在为止，假如我们只考虑角动量，电子偶素自旋零的态可以变成两个 RHC 光 
子。另外还有一种可能性 ：它可 以如图 18-8 所示的那样，变成两个 LHC 光子。接下来 
的问题是，这两种可能的衰变模式的振幅之间有什么关系？我们可以从宇称的守恒得出 
这种关系。 

然而，要这样做，我们必须知道电子偶素的宇称。现在，理论物理学家在某种程度上已 
证明不容易解释为什么电子和正电子（电子的反粒子）的宇称必须相反，使得处于自旋零的 
基态的电子偶素的宇称必须为奇。我们只是假设它的宇称为奇，由此我们能得到与实验相 
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符合的结果，我们可以把这作为充分的证据。 

让我们看看，如果把图 18-6 所示的过程作一反演， 

将会发生什么情况。当我们这样做后，两个光子的方向 
和偏振都反过来了，反演后的情形正如图 18-8 所示。假 
设电子偶素的宇称为奇，则图 18-6 和图 18-8 中两个过 
程的振幅必须具有相反的符号。以 沁〉 代表图 18-6 
的终态，其中的两个光子都是 RHC , 而以丨代表图 
18-8 的终态，其中的两个光子都是 LHC 。 真正的终态—— 

让我们称它为 IF > —必定是 

| F > =| L , L t ). (18.19) 

于是,反演把 R 变成给出 

P I F > = | L , L *>-| R , R ,) =-| F >, (18.20) 

上式正好是式 （18. 19) 加个负号。所以，终态 | F > 有负的 
宇称，和电子偶素自旋零的初态一样。这是角动里和宇 
称都守恒的唯一终态。衰变成这个态的振幅一定存在，但我们现在不必为此操心，因为我们 
只对偏振感兴趣。 

式 (18. 19) 中的终态有什么物理意义呢？一个意义 是：如 果我们用两个可以分别计数 
RHC 和 LHC 光子探测器来观察发射出来的两种光子，我们将总是看到两个 RHC 光子在 
一起或两个 LHC 光子在一起。这就是说，如果你坫在电子偶索的某一边，另一个人站在相 
反的一边，你可以测*偏振情况，并告诉另一个人他获得什么样的偏振。你有50对50的机 
会捕获一个 RHC 光子或一个 LHC 光子。不管你得到哪一种光子，你都能预料他也会得到 
同样的光子。 

由于 RHC 或 LHC 偏振的机会是50对50.听起来它可能像线偏振。我们 要问： 如果我 
们用只能接收线偏振光的计数器观察光子，将会怎样呢？测量 y 射线的偏振不像测光的 
偏振那样容易。对于这样短的波长，还没有很好的检偏振器。但是为使讨论方便起见，让我 
们假想有这种偏振器。假设你的计数器只接受工偏振的光，而在另一边的一个人只寻找具 
有^偏振的线偏振光。你检测到电子偶素湮没产生的两个光子的机会是多少呢？我们所 
要问的是 | F > 在态 k iy : 〉 的振幅是多少。换句话说,我们想求振幅 

I F ), 


户0 


❿ 


,左旋圆 
偏振 


左旋圆 

偏振 


图 18 - 8 电子偶索湮没 

的另一种可能过程 


当然,它就是 

< x ,^ I R l Rz )-( j = l y 2 I UL 2 ). (18.21) 

虽然群们是在求两个光子的双粒子振幅，但由于每个粒子的行为是相互独立的,所以我 
们可以像以前处理单粒子振幅那样来处理。这意味着振幅 I 見私〉只是两个独立振幅 
〈而1尺〉和〈: y 2 |/? 2 > 的乘积。由表 17-3, 这两个振幅是1//乏和 iA /§ ■，所以 

I R\Rz) =+ y. 
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同理得 〈: r , 力丨 LD =—+. 

按照式 （18. 21), 将此两振幅相减得 

< x , y t | F > =+ i . (18.22) 

所以得到一个单位概率 • ，如果你在 x 偏振的探测器中得到一个光子,那么另外那个人将在 
他的: y 偏振的器中得 ii " 一个光子。 

现在假定另外那一个人也用和你一样的: r 偏振的计数器。当你得到一个光子时，他决 
不会有计数。如果你从头到尾算一下，就会得到 

| F ) = 0. (18.23) 

自然，如果你用 > 偏振的计数器，则只有当他用: r 偏振的计数器时，他才会得到和你一致的 
符合计数。 

现在所有这一切都导致一个有趣的情况。假定你用一块像方解石那样的东西，把光分 
解为 x 偏振和: y 偏振的光束，并在各光束中放一计数器，我们把一个叫做 I 计数器，另一个 
叫做计数器。如果在另一边的那个人也这样做，则你总是可以告诉他，他的光子将跑进 
哪一束光去，每当你和他同时记录到光子时，你可以观察你自己这边哪个计数器捕获到光 
子，然后告诉他，他的哪一个计数器中有一个 光子。 我 们说: 在某次衰变中，你发现一个光子 
进入你的 i 计数器，则你可以告诉他，他也必定在他的; y 计数器中找到一个光子。 

许多按通常（老 式〉 的方式学习置子力学的人都会发现这个困惑，他们总是认为一旦光 
子被发射出来，它们就像一个具有特定性质的波一样。他们以为既然“任一给定的光子”具 
有： r 偏振或者: y 偏振的某些“振幅”，那么就在 x 计数器或是在; y 计数器中找到它都应有某 
种机会，并且这个机会应该和另外那个人找到另一个完全不同光子的机会无关。他们争辩 
说,“另一个人所做的测不应该改变我找到什么的概率。”但是，我们的置子力学告诉我 
们，根据你对第一号光子所做的测你 g 正确地料到，当检测到第二号光子时它是什么样 
的偏振。这个观点从未为爱因斯坦所接 i , 他对之极为烦恼一这成了著名的“爱因斯坦- 
波多尔斯基-罗森佯谬”。但是，当像我们在这里所作的那样来描述这一情况时，就似乎根本 
不存在什么佯谬，并且很自然地得出在一个地方测得的结果与在另一个地方所测得的结果 
相关。关于该结果为佯谬的论证大致是这 样的： 

(1) 如果你有一个计数器告诉你，你的光子是 RHC 还是 LHC , 则你可以精确地预言他 
将会发现哪一种类型的光子 （ RHC 或 LHC )。 

(2) 因此他所接收到的光子的每一个都必定是纯 RHC 或纯 LHC , 有些是这一种，有些 
是另一种。 

(3) 你不能用改变你对你的光子观察的类型，来改变他的光子的物理性质。不论你对 
你的光子作什么测量，他的 f 必定仍然不是 RHC 就是 LHC 。 

(4) 现在假定他用一块方解石改装的仪器，把他的光子分成两种线性偏振的光束，以至 

• 我们还没有将我们的振幅归一化.或乘上衰变成任一特殊终态的振幅，但是我们可以知道这个结果 
是正确的，因为当我们考察另一种选择时，我们得到的槪率为 T (参见 式 18. 23)。 
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他的全部光子不是进入 o : 偏振的光束，就是进入: V 偏振的光束。根据最子力学，绝对没有 
一个方法可以说出任一特定的 RHC 光子将进入哪个光束。它进入 I 光束的概率是50%, 

进入 y 光束的概率也是50%。对一个 LHC 光子来说情况也是这样。 

(5) 既然每一个光子不是 RHC 就是 LHC ——按照 （2) 和（3>——毎个光子必然有50 
对50的机会进入: r 光束或: y 光束，那就无法预言它将走哪一条路。 

(6) 然而理论却预言,如果你看见你的光子通过: r 起偏振器，则你能够肯定地预言，他 
的光子将通过他的 y 偏振光束。这与 (5) 矛盾，所以存在着佯谬。 

然而大自然显然没有注意到这个“佯谬”。因为实验表明 （6) 中的预言实际上是对的。 

我们在第1卷第37章 • 关于量子力学的行为的第一次讲课中，已经讨论了这个“ 佯谬” 的关 
键。在上面的论证中，（1>, (2)., (4) 和(6>都是正确的，而 （3) 和它的推论（5>是错误的。它 
们不是自然界的正确描述。论证(3>表明，由你的测量（看见一个 RHC 或 LHC 光子），你能 
决定在他那里发生的是可选择的两个事件中^15— 个（看到一个 RHC 或 LHC 光子 ）， g 
且，甚至不做你的测 M , 你仍然能讲出他那里所发生的事件将是这个或那个的两者之一 。 fi 
是第1卷第37章中的要点恰恰是从一开始就指出在大自然中并非如此。大自然的方式需 
要用干涉振幅来描述，每一个供选择的事件有一个振幅。测》实际上发生哪一个事件就破 
坏了这种干涉，但是如果$进行测 M , 你就不可能再 说:“ 这个或另一个事件仍要发生。” 

如果你对你的每一个光子都能确定它是 RHC 还是 LHC , 并且也可以确定它是否为 I 
偏振(对同一光子），那就真的有佯谬了。但你办不到——这是不确 iiiii 的一个例子。 

你仍然认为有“佯谬"吗？事实上，要证实大自然的行为的佯谬，可以设计一个假想实 
验。对于这个假想实验，*子力学理论通过两种不同的论证会预言两个相互矛盾的结果。 

否则，这“佯谬”只不过是现实和你对“现实应该如何”的感觉之间的冲突。 

你认为这虽$是佯谬而仍然是非常奇特的吗？我们完全同意你们的想法。这就是物理 
学迷人之处。 


§18-4 任意自旋的转动矩阵 

至此我们希望你们能看到，角动量概念在了解原子的过程中是多么重要。到目前为止， 
我们只考虑了自旋（或“总角动量”）为0、1/2或1的系统。当然还存在具有更高角动 M 的 
原子系统。为了分析这种系统，我们需要有 §17-6 中那样的转动振幅表。这就是说，我们 
需要自旋为3/2, 2, 5/2, 3等的振幅矩阵。虽然我们不去详细地计算出这些表，但我们希 
望告诉你们它是怎样算出的，以便你们一旦需要时能自己计算。 

正如我们以前看到的，任何具有自旋或“总角动量的系统能够存在于 2) + 1个态中 
的任一个态，这些态的角动量在 z 轴上的分量，可以是 …， 一( y - i ),— >(都 
以 A 为单位）这一系列分立值中的任何一个值。把任何一个特殊态的角动量的 Z 分量称为 
mh , 通过给定两个"角动量量子数和 m 的数值，我们就能定义一个角动量状态。我们以 
态矢最 I 八 m 〉 来表示该态，在自旋1/2粒子的情况下，其两个态就是|1/2, 1々>和|1/2, 
一 1/2〉；而对于自旋1的系统，其状态用这种记号就被写成 II , +1〉、丨1, 0> 及丨1, — 1>;当 


* 也可参见本卷第一章。 
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然，自旋零的粒子只有一个态10, 0>。 

现在我们想要知道，当我们把一般的态I), 投影到一组转过一个角度的坐标轴的表 
象中去时，会发生什么情形。首先我们知道是一个表示该系统特征的数，所以它是不变 
的。如果我们转动坐标轴，我们所得到的只是关于同一 的各个 m 值的混合状态。通常， 
会有某个系统在转过角度的坐标系中处于态 m'〉 的振幅，这里 m' 是新的角动量的 * 分 
量。所以我们所需要的是对于各种转动的矩阵元 G, m '\ R \ j , m ) 0 我们早已知道，如果我 
们绕 z 轴旋转4角将发生些什么。新的态只不过是把原来的态乘上 e"* 而已一它仍有相 
同的 m 值。我们可以把这写为 

RM ) I j . m> = e 1 ** | j , m ), (18.24) 

或者，如果你窖欢可写成 

<>, I R.W I j . m ) = (18.25) 

(式中若 》n' = ;n 则心 ._• = 1, 否则为 0。） 

对于绕任何其他轴的转动，各个 m 态将混合。当然，我们可以尝试求出用欧 拉角化 a 
和 y 描写的任意转动的矩阵元。但比较容易的是记住这种转动最一般的情况可以由3个转 
动 ray ), R,u) 和 R. (妁组成,所以如果知道了对; y 轴旋转的矩阵元,我们所需要的一切就 
都有了。 

对于自旋为 i 的粒子，绕轴转动角夂我们如何去求其转动矩阵元呢？我们无法告诉 
你们如何用一种基本的方法(我们已经有的方法）去求。对自旋1/2的粒子.我们通过复杂 
的对称性论证求得其矩阵元。接着对自旋1的情形，我们通过由两个自旋1々的粒子组成 
的自旋1的系统这一特例求得其矩阵元。如果你们赞同我们的做法，并且接受这一亊 实:在 
一般情况下，答案只与自旋）有关，而与自 旋为） 的粒子的内部构造是怎样组合的无关，那 
么我们可以把自旋1的论证推广到任意自旋的情况。例如，我们可以虚构一个自旋为3/2 
的系统，它由3个自旋1/2的粒子构成。我们甚至可以把它们想象成它们都是可区分的粒 
子一如一个质子 、一 个电子和一个》»子——以避免复杂性。通过对每一个自旋1/2的粒 
子进行变换，我们就可以知道整个系统发生的情况一记住对于组合态，3个振幅是相乘 
的，我们看看，在这种情况下该怎么做。 

假定我们取3个自旋1/2的粒子，其自旋全部朝上，我们可以用丨+ + +〉表示该态。如 
果我们从一个绕 z 轴转了 4角的坐标系来看这个系统，每个正号仍为正号，但要乘上 e#, 
我们有3个这种因子，所以 


RA 4 -) |+++> = e w/I |+++>. (18. 26) 

显然，丨+ + + >态正是我们所说的 m =+3/2的态，或13/2, +3/2>态。 

如果我们现在绕 y 轴转动此系统，每个自旋1 /2的粒子具有某个正或负的振幅，所以现在 
此系统是？种可能的组合的混合态，这些态是1+ + + >,丨+ + — >, I+-+), I- + + ), 

1+一一>, |- + ->, | 一一 + >和 | -> 0 显然这8个态可以分成4组，每组与一个特定 

的； n 值相对应。首先，我们有丨+ + +>,其 m = 3/2；接着是|+ + —>,丨+―+>和 
丨一+ +〉3个态一每个态都是两个正一个负。因为每个自旋1/2的粒子在转动下都有同 
样的机会变成负，所以在这3种组合的每个所占的份量应该相等。于是我们取该组合为 
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古 11++->+1+-+>+卜 ++>1. (18.27) 

加入因子 1//5 ■是为了使态归一化。如将此态绕 Z 轴转动，我们对每个正号得到一个因子 
沙 ' 对每个负号得到因子厂〜。式 （18. 27) 中的每一项都乘上 eM , 所以有一个公因子 
e %。 这个态满足我们对 m =+ 1/2态的想法,我们可以断定 

古| |++_〉 + I +— +> +1— ++>| = | 音 , + +〉. （18.28) 

同理我们可以写下 

+ 11+—— >+1—+— 〉+1 ——+>1 = | 音，一士〉， 08. 29) 

它和 m =— 1/2的态相对应。注意，我们只取了那些对称的组合一我们没有取带有负号 
的任何组合。这些组合将对应于 m 相同但 ） 不同的态（这正和自旋1的情况相像，在那里 
我们知道<1/及川+->+|-+〉|是丨1, 0> 态，而(1/#川+—〉一卜+>|是 | 0, 0> 态〉。 
M 后，我们有 

||, 一吾〉 =1—— >. 08. 30) 

我们将此4个态概括在表 18-1 中。 


表 18-1 

|+++ > 

^11++->+1+-+>+1-++>1 - |' f .+ +〉 
★ 11+ —>+!-+-) +1 — +>| - |+,- +〉 
I——> 


现在我们所要做的就是将每个态绕 ： y 轴转动，并看看它给出多少个其他的态一利用 
我们已知的关于自旋1々的粒子的转动矩阵。我们的做法和 §12-6 中处理自旋1的情形 
完全相同（只是多一点代数运算罢了）。我们将直接按照第12章的思想，所以不必详细重复 
所有的说明。系统 S 中的态将记为 

I 音,+音, s 〉 = 1+++〉’ 丨吾，+ +， s 〉 =(古)1 1+"* '— 〉■—+〉+1 —•!■+)!. 

等等。 系统了 将是绕 s 的; y 轴转过0角的一个系统， T 中的态记为丨3/2, +3/2, T ) , 
I 3/2, +1/2, 了〉等等。当然， | 3/2, +3/2, T > 与|+相同，带撇的都是指系 
统 T 。 与此相类似，丨3/2, +1/2, T ) 等于 ( l / V ^ II +'+'-^+ IV -'+^ H-f + '+OI 
等等。在了坐标系中的每个1+'>态都是由 S 系统中的两个态|+〉和|_>通过表 12-4 中 
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的矩阵元变换来的。 

当我们有3个自旋1/2的粒子时，式 (12. 47) 可以由下式代替， 

|+++〉= a s |+ , + , + , >+« 1 6|| + , + ， - ， >+|+ ， - ， + ， >+|- ， + ， + ， >1 
+ o * 2 || + ， - ， - ， >+|- ， + ， - ， >+ l - ， - ， + ， > l +6 s (18.31) 

利用表12 - 4的变换，代替式 （12. 48我们得到下列方程 

+ 6 3 |吾,一音,了〉. (18.32) 

这已经给了我们几个矩阵元 <_>_ TUS >。 为了求得丨3/2, +1/2, S ) 的表示式,我们从有两个 
“ + ”和一个“一”的态的变换开始。 例如： 

|++-> = a^c \+' + ' + ')+ a 2 d |+ , + , -’〉+ o 6 c |+ , - , + ’>+6 oc 卜 ， +，+ ’> 

+ ahd \+'bud l -’+’一 O+Pc \-'-' + ')+lfd (18.33) 

加上 I +_ +〉和 I 一 + + > 的两个相似的表示式，并用 VI 去除，我们得到 

|},+ j . s ) = ^ c |}.+|. T ) + (^ + 2^ c )|},+ i -, T ) 

+ (2 bad + b i c )\\,-\, T ^>+ V 3*^||, 了〉. (18. 34) 

继续这些步骤，我们就得到列在表 18-2 中的所有变换矩阵元 GTWS 〉。 表中的第一列来自 
式 （18. 32), 第二列来自式 (18. 34), 敁后两列也是用相同方法得到的。 


表 18-2 _自旋 3/2 粒子的旋转矩阵 
(系数 a , 6, ^和</列于表 12-4 中） 


<JT)iS) 

T- + T- S ) 

T- + T- S ) 

T- _ T- S ) 

T- _ T- S ) 

〈+• + T- T | 

a 1 

•/Za l c 

y3ar* 

C> 

〈+. + T- T | 

•/3a z b 

a*</+ 2abc 

^b-¥2dac 

y/%C l d 

<W.t| 


Ibad-V^c 

2cdb-\-d l a 

■/Zed 2 

〈+， _ t- t | 

b 3 



d l 


现在假设了系统相对 S 绕: y 轴转过角 0 。于是 a , 6 , c 和 d 的值[参见式 （ 12 . 54 )] 为 
a=d = co 0 H=-b = sin0 / 2 o 将这些值代入表 18 - 2 中，就得到与表 17 - 2 的第二部 
分相应的形式，只是现在是关于自旋 3 / 2 的系统。 

我们刚才所做的论证很容易推广到任意自旋_/的系统上去。 m > 态可 以由^ 个粒 
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子组成，每个粒子都是自旋1 /2(其中有 j + rn 个粒子在 I +〉态 ， ） 一 m 个粒子在 I 一〉 态）。对 
所有可以这样做的方式求和就可以了，还要乘以适当的常数使态归一化。你们中喜爱数学 
的人或许能得出下式 

0» m， I ^,(0) I j 9 m) = [() +7W )!(_；• — m) !() +771’)！(_ / 一 772') ! ] 1/2 

X 2 -:- ; -, (18.35) 

* (m — m + k)\(j + m — ^) ! (> — m — *) !^! 

其中的々必须取所有能使阶乘中的项 > 0 的每个值。 

这是一个相当杂乱的式子,但是你可以用它来核对对于 ）= 1的表 17-2, 并可以自己制 
定对于更大 j 值的表。有几个特殊的矩阵元特别重要，给了它们专门的名称。例如 m = 
m ' =0, 而） 为整数的矩阵元是著名的勒让德多项式，称为 P ,( cos 0)： 


O', 0 I R,(d) I j, 0) = P ; ( cos <?). (18.36) 

这多项式的前几 项为： 

P 0 (.cosd) = 1, (18.37) 

Pi ( cos ^) = cos 6 , (18.38) 

PAcosd) = yOcos ^- l ), (18.39) 

Pj ( cos ^) = -|-(5 cos 3 tf — 3 cos 0). (18.40) 


§18-5 测; 1 核自旋 


我们愿意告诉你们一个应用刚才所述系数的例子，这是一个你们现在能够理解的、新而 
有趣的实验。有些物理学家想知道 Ne M 原子核处于某激发态的自旋，为此，他们用一束加 
速的碳离子去轰击碳靶，从下述反应中产生想要的 Ne « 激发态(称为 Ne 20 '), 

C ll + C 12 — - Ne M * + a ,, 

式中是 a 粒子或 He 4 , 用这种方式产生的 Ne 2 ° 的几个激发态是不稳定的，以下面的反应 
而衰变 

Ne 10 - ― - O'* + , 

所以在实验中由上述反应产生的 a 粒子有两个,我们称它们为 a , 和<1 2 ，因为它们以不同的 
能童离去，所以它们彼此是可以区分的。再有,通过对 a , 挑选一个特定的能量，我们就可以 
选出 Ne 2 ° 的任一特定的激发态。 

实验的装罝如图 18-9 所示。一束16 MeV 的碳离子射向一片很薄的碳箔。第一个 0 
粒子用标明为 ai 的硅扩散结探测器来计数，该探测器调整成接收具有适当能量且(对 C 12 入 


• 你如想知道细节，可以参看本章的附录。 
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射束来说)为向前运动的 a 粒子。第二个 a 粒 
子由对 ai 的夹角为0 的计数器来检测。来 
自探测器 a , 和&的符合信号的计数率是按0 
的函数进行测量。 

上述实验的思想如下。首先，你需要知道 
C 12 , 粒子的自旋都为零。如果我们把 

初始时 C 12 的运动方向定为 + z 方向，则我们知 
道 NWS Z 轴的角动量必为零。没有一个其 
他粒子有自旋 , C 18 沿 z 轴射来， a , 粒子沿 Z 轴 
离开，因此它们对 z 轴不可能有任何角动量。 
所以不论 Nf 的自旋）是什么，我们知道它处于态 U , 0〉中。那么当 Ne 2 °‘ 衰变成0 16 和 
第二个 a 粒子时将发生些什么呢？这个 a 粒子由计数器测得，为了满足动量守恒 ， CV 6 必 
在相反方向上离去对通过 a 2 的新珅.不可能有角 
动量的分量。终态对新轴的角动置分《为零，所以只 
有当 Ne 2 - 有某种使 m ' 等于零的振幅时，它才能以这 
种方式衰变，这里 m ' 是对新轴的角动置分 ft 的置子 
数。实际上在0方向观察到 m 的概率就是下面这个 
振福（或矩阵元)的平方 

<>,0| R y (,0) |. i , 0). (18.41) 

为了求得本问题中 NW 态的自旋，将第二个 a 
粒子的强度作为角度的函数作图，并与 不同） 值的理 
论曲线相比较。正如我们在上节中所讲的，振幅0 
\RA0)\j, 0>就是函数 P t (coa e)o 所以可能的角分 
布就是 [ P ,( cos 幻] 2 的曲线。图 18 - 10 给出了两个激 
发态的实验结果。你们可以看到 5.80 MeV 态的角分 
布曲线与 [ Pdcos 们] 1 曲线重合得非常好，所以它必 
定是自旋1的态。另一方面 ,5. 63 MeV 态的数据却很 
不一样，它符合 [ P 3 ( co S 0) P 曲线。这个态的自旋为3。 

从这个实验，我们能求出 Ne N * 的两个激发态的 
角动量。这个资料又可以用来试图了解该原子核内部质子和中子的位形一神秘的核力又 
多了一些信息。 



图 18-10 由图 18-9 的装 H 产生 
的 Ne »- 的两个激发态发射的 0 粒 
子角分布的实验结果，[引自 J . A . 
Kuehner , Physical Review , Vol . 
125, p . 1650,1962.] 


硅结探测器 



30^g/cm J 

图 18-9 确定 Ne M 的某些态的自旋的实验装置 


§18-6 角动量 的合成 


当我们在第12章中研究氢原子的超精细结构时，我们必须算出由两个自旋都是1/2的 
粒子一电子和质子——组成的系统的内部状态。我们发现这样的一个系统的4种可能的 


• 我们可以忽略在第一次碰撞中 Ne M - 得到的反冲.或者更好的是我们把它计算出来并作出修正。 




第 18 章角动 * | 287 

自旋态可以分成两组-组具有同一个能量，从外界来看它好像是一个自旋1粒子，另一 

个态的行为像一个自旋0粒子。这就是说，把两个自旋1/2粒子放在一起就形成一个“总自 
旋”为1或0的系统。在本节中我们希望用更普遍的方法来讨论由两个任意自旋的粒子组 
成的系统的自旋态。这是关于量子力学系统的角动置的另一个重要课题。 

我们首先将第12章中关于氢原子的结果改写成比较容易推广到更为一般情况的形式。 
我们从两个粒子开始，把这两个粒子称为粒子 a (电子）和粒子 6( 质子）。粒子 a 具有自旋 
>.(= 1/2), 其角动 tt 的 z 分 Mm . 可以具有几个值(实际上有两个，即=+1/2,或 m . = 
-1/2) 中的一个。同样，粒子6的自旋态也由其 自旋八 以及它的角动量的 z 分量来描 
述。我们可以构成两个粒子自旋态的各种组合。例如，我们可以把％ =1/2的 a 粒子和 
m b = 一 1 的6粒子构成一个态 I a , +1/2； b , — 1/2〉。一般地讲，组合态构成一个系统， 

其“系统自旋”,或“总自旋”，或“总角动量” J 可以是丨或者0。系统可以具有角动》的2分 
量 M , 当/ = 1时, M 为+ 1, 0或 一 1;当 J = 0 时, M 为0。用这种新的语言,我们可以把式 
(12. 41) 和 (12. 42) 改写成表 18-3 所示的形式。 

表 18-3 中左边那一列用总角动置 J 和 z 分 ttM 描述复合态，右边那一列借助于两个 
粒子 a 和6的 m 值来表明这些态是如何构成的。 


表 18-3 两个自旋1/2杜子的 角动量 （人 =1/2, )• = 1/2) 的合成 


1 J - 1. M-+l> - | 

1 y - 1 . m - o> - 

17-1. M — 1> - | 

«*. A •十 +〉 

“卜 •+ 如 6.-+〉+ 

I y - 0, m — 0> — | | a •十 +〉一 

a ._+ ! *. + +〉j 

I 


现在我们想把这个结果推广到两个具有任意 自旋人 和八的粒子 a 和6所组成的态。 
我们从考虑人=1/2 和）， =1开始，即从氘原子着手。在氘原子中粒子《»是电子 ( e ), 粒子 
* 是原子核一氘核 ( d )。 于是我们有人=人=丨々，氘核由一个质子和一个中子构成，它 
处于总自旋为1的态，所以 = h = 1。我们想要讨论氘的超精细结构（就像对氢所做过的 
那 样）。 因为氖核具有3种可能的态 / n * = ; n d =+ 1, 0, — 1,而电子有两个态 m . = m , = 
+ 1/2, —1/2, 所以存在如下6种可能的态(采用记号 I e , th ,; d , m d >)： 


I e , + 如 d , + 1 〉， 

I e , d , 0〉; | e , —如 d , + 1 〉’ 
| e , +|； d , - l )； | e . -如 d , 0〉. 



你会注意到，我们已将态按照 与 之和的值的递减次序分了类。 

现在我 们问： 如果我们把这些态投影到不同的坐标系时会发生些什么情况？如果新系 
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统只是绕 z 轴转过4角，则对态 | e , d , 乘以 

e -.* e <- 4 * = e k -,+- d )*_ (18. 43) 

(该态可以想象为乘积 le , m .)\ d , m d >, 每个态矢量都独立地贡献出它自己的指数因子。）因 
子（18.43)为 6 〜的形式,所以态| 6 ,;^ ;1 ),饥 <1 〉的角动量 2 分量等于 

M = m ，+ m d . (18. 44) 

总角动量的 z 分量是各部分角动置 z 分量之和 。 

3/2,第二行中两个态 m =+1/2 .再下面一 
行的两个态 M =— 1/2,最后一行中的态从=—3/2。我们立即看出组合态的自旋 _/( 总角动 
童）必定有一个可能值为3/2,这就需要时=+3/2, +1/2, —1/2 和一 3/2的4个态。 

对于 M = 3/2,只有一个候选者，所以我们早已知道 

|/=吾, M =+ 音〉=卜，+如 d ， +1〉. (18. 45) 

但丨 J = 3/2, M = 1/2) 的态是什么呢？在式 （18. 42) 的第二行中，有两个候选者，事实上， 
它们的任意线性组合也是 M = 1/2。所以，一般地讲，我们必然会预期有 

| •/ = 吾， M =+ -|-^> = o|e, + Y ' d, 0〉+ 卢| e,- 如 d, + 1〉， (18. 46) 

式中 a 和是两个数，它们叫做 克莱布希-戈登系数 ( C - G 系数）。我们下一个问题是求出这 
些系数。 

如果我们还记得氘核是由一个中子和一个质子构成的，并且利用表 18-3 的规则更明确 
地写出氘核的态，则我们就可以容易地求出这些系数。如果我们这样做了，式 （18. 42) 列出 
的态就如表 18-4 所示。 


表 18-4 tf 子的角动 i 态 


| e. d. + 1 〉 ■ | e . + 如 n ,+-^-: p. + + 〉 


e ，++ id ，。〉，* 
«--T id ' +1 ) - 

卜 •++; n.+ + , p.- +〉+ 卜 .+ + in.-+ iP .+ +〉|> 

1 i 1 丄 1 \ 

e. - 了 i n. + 了； P. +7 •/ 


C - + T' d -- J )- 

e .-如 d .。〉-* 

e . n, T* p, ^~〉 

| J e, - n, + p, — 〉+ | e. — n, - P, + -y* 〉} 


—i 

e. - ~s d. — 1 〉 =* | 

e - 2 ; n . 2 ; P . 2 〉 
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利用表中的态，我们想形成/ = 3/2的4个态。但是我们已经知道了答案，因为表 18-1 
中已经有3个自旋为1/2的粒子形成的自旋为3/2的态。表 18-1 的第一个态为 I J = 3/2, 
M =+3/2>, 即1+++〉态。在我们现在所用的记号中，态1+ + +〉与 |e, +1/2; n, +1/2； 
P , +1/2>或表 18-4 中的第一个态是相同的。但这个态也和式 （18. 42) 中所列的第一个态 
相同，从而证实了式 （18. 45) 中的陈述。换成我们现在的记号，表 18-1 中第二行 表明： 

卜音; M = + j 〉= d | e ，+ 如 n ，+ 如 。 ._ j 〉 (ig 47) 

+ 卜，+如"，-如 P .+ j 〉+ | + e ，- 如 如 

显然根据表 18-4 第二格中的两式可将上式右端归并为两项，第一项取■倍，第二项取 
#倍,这样式 （18. 47) 等效于 

l J = 吾， M=+ i) = Vrl e, + i ! d, 0 〉 +V?l e, d , (18 - 48) 

于是我们就得到式 （18. 46) 中的 C-G 系数 0 和士 




按照同样的步骤，我们可得到 


J = 音 , d,-l)+^/||e , -如 d, 0〉. 


当然还有 


= 4. M: 


吾〉 = h ，-^ d ，_ i 〉- 


(18. 50) 


(18.51) 


这些就是关于自旋1和自旋1/2组合构成总角动 ftJ == 3/2的规则。我们将式 （18. 45)、 
(18.48),(18. 50>及 （18. 51) 综合于表 18-5 中。 


表 18-5 氘原子 _/ = 3/2 的态 
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然而，我们这里只有4个态，我们所考虑的系统却有6种可能的态。关于式 （18. 42) 中 
第二行的两个态,我们只用了一种线性组合去形成态 IJ = 3/2, M =+ l /2>, 还存在与它 
正交的另一种线性组合，这种组合态也具有 M =+ 1/2,即 

Vrl e, + i ! d, °/ >_ Vy l e, d ’ +1 >. ( 18 . 52) 

同样，式 （18. 42) 中第三行的两个态也可以组合成两个正交的态，每个态具有 M =_1 /2。与 
式 （18. 52) 正交的一个态为 

d ，- 1 〉 _ Vfl e ， -如 d ， 0 〉. （ 18 . 53) 

它们就是剩下的两个态，其 M =7^+7^ =±1/2;而且必定是对应于/ = 1々的两个态。所 
以我们得到 

卜 |. M= _ j 〉 = ^/f| e ， + 如 d ， - 1 〉 -V^| e •- 如 d ， 0 〉• 

利用表18-4,将氘的各部分用质子和中子的态写出来，我们就可以证明上述两个态确 
实表现得像一个自旋1/2粒子的态。式 （18. 53) 中第一个态是 

Vf I e> + t 5n .+ 如 p, ~i) + l e - + i® n> ~Y 5 Pi+ i)} 

"Vrl e, _ i ; "• + i ! p, + 1)- (18 - 55) 

它也可写成 

Vr Vy{l e - + i ! n ，+ 如 l e ， _ 如 n ' + i i p ， +i〉} 

+ Vr{l e,+ y ; n ， -如 p ， +0 - 卜-如 n ，+ 如 p>+ i)} - 

(18.56) 

现在看一下第一个花括号内的项。设想把 e 和 P 放在一起。它们共同形成一个自旋零态 
(见表 18-3 末行），对角动量没有贡献。剩下的只有中子，所以在转动时式 （18. 54) 中的第一 
个花括号整体的行为就像一个中子，也就是说像一个_/ = 1/2, M =+ 1/2的态一样。根据 
同样的论证,我们看到在式 （18. 56) 的第二个花括号中，电子和中子结合产生了角动量为零 
的态，只剩下质子的贡献一 m „ = 1/2。该括号内的项就像一个/ = 1/2、 M =+ l /2 的粒 
子一样。所以 （18.56) 整个表式的变换就像 |J = + l /2, M = + l /2> 的态一样，这正是我们 
所预期的结果。与式 (18. 5 3 )相对应的 M = — 1/2的态，可以通过将上式中原来的+1/2改 
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为一 1/2而写成下式 

Vt Vfjl e ， + 如 n •- 如 。 ， -j 〉 -l e ， _ 如 n ， -i, p,+ i)} 

+ Vy ' | e ，++; n •—如 p ，— +〉_| e ，-如 n ’+ 如 P ，—+〉• • 

(18. 57) 

你可以很容易地证明上式就等于式 （18. 54) 中的第二行，如果那两项是一个自旋1 /2系统的 
两个态，则它就是预期的。所以我们的结果得到了证实。一个氘核和一个电子可以有6个 
自旋态之中，其中4个态与自旋3/2粒子的态相象（表 18-5), 而另两个态与自旋1/2粒子的 
态式 (18. 54) 相同。 

表 18-5 和式 （18. 54>的结果是利用氘核由一个中子和一个质子构成这一事实得到的。 
这些式子的真实性与那种特殊情况无关。把:自旋1粒子与任何自旋1/2粒子放在一 
起，其合成法则（以及系数）都相同。表 18-5 中的那组公式表示,相对转动的坐标系统一 
例如绕: V 轴转动，从而自旋1 /2粒子和自旋1粒子的态按照表 18-1 和 18-2 变化，则对于自 
旋3/2粒子,表中右边的项的线性组合将以适当的方式改变。在同样的转动下，式 （18. 54) 

表示的态将像自旋1/2粒子的态那样变化。其结果仅取决于原来两个粒子的自转性质（即 
自 旋态〉 ，而与其角动》的起因一点也没有关系。我们仅利用了这个事实，通过选择一个特 
殊情况来求出这些公式，在这特殊情况中，其中一个组成部分本身就是由处于对称态的两个 
自旋1々粒子构成的。我们把所有的结果一起列在表 18-6 中，同时把记号 “ e ” 和 “ d ” 改成 
和“ 6”，以强调结论的普遍性。 

表 18-6 一个自旋1/2粒子（人=1/2 ) 和一个自旋丨粒子（八= 1 ) 的合成 

| _ M- | a. +-|-| 6. + 1 〉 

|y - Vr | fl, + T' b, 0 〉+ VT| a . _ j ! *• + 1 〉 

= =_ j 〉= |。._如6._1〉 

I ■/ = M=+ +〉= |o. +-|-i 6. 。〉- _ 如 6 . +1 〉 


假定我们有这样一个一般问题,就是求由两个任意自旋的粒子组成之系统的态。譬如 
一个粒 子为人（所以其 z 分量； ^有从一人到人的2入+ 1个值），另一个粒子为夂 U 分量 
叫有从 一)* 到夂的2_;_ 4 + 1个值）。它们的组合态为 la , m . ; 6, m 4 > ，而且有 （2 人 +1) • 
(2>» + 1)个不同的态。那么我们可以得到总自旋为 J 的什么样的态呢？ 
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角动量的总 z 分量 M 等于 m . + m ., 而且各态总可以按照 M 的次序排列[如式 
(18.42)]。最大的 M 只一个，它对应于％ = j . 和= )» ，所以最大的 M 就是人+) 4 。这 
就意味着最大的总自旋 J 也等于和八+ 八： 

J = ( M )™, = j . +>». 

对于小于 （ M )_ 的第一个 M 值，存在两个态 ( m a 或者 m 4 比它的最大值小一个 单位〉 。其 
中一个态必定贡献属于7=人+夂相对应的一组态，余下的一个态则属于与 
•/ =人+允一1相对应的一组新态。再下一个 M 值（表中从上向下数第3 个〉 可以有2种方 
法得出（从 m , =)« — 2,有 = >»; m . = >. — 1, = )» — 1;以及 = y . , m * =>* — 2), 

其中两个属于上面已经提及的那些组，第 3 个告诉我们还必须把 J =).+ 夂 _2 的各个态包 
括进去。这种论证一直继续到在我们的表中不再能由进一步减小这些 m 中的一个来获得 
新态为止。 

设是人和）*中较小的一个(如果它们相等，则任取一个），那么需要的只有2)» + 1个 
•/值(从人 +_；_* 整数级变化 到）. 一夂。这就是说，当两个自旋为人和夂的粒子组合时，系统 
的总角动量 J 可以等于下列值中的任何一个 

U +■>、 

i . +U — 1 

J = \ j .+ j t -2. (18. 58) 

I j . —u I 

(写作 U . —夂丨 而不写人一夂，由此我们可以避免人这个附加条 件。〉 

对每个 ■/值 ，有 2 J + 1 个不同 M 值的态, M 从变到 一 J 。 每一个这种态都是由具有 
适当因子的原来的态 U , 6, m 4 〉 线性组合而成，这些因子就是关于每个项的 C - G 系数。 
我们可以把这些系数看作是态 l >., m t > 在态 M > 中所占有的“数量”。所以每个 

C - G 系数都有指标来确定它在表 18-3 和 18-6 之类的公式中的位置。这就是说，把这 
些系数称为 C (九 M ; 人， m t ) 0 我们可以把表 18-6 中第二行的等式写成 

c (l* + i ; i- + i !l -°) = 7T* 

c ( 音 ，+ 如 J'~Y ! 11 1 ) = Vt- 

我们在这里不去计算任何其他特殊情况下的这些系数’。但是，你们可以在许多书中 
找到一些表。你可能想亲自试一试其他的特殊情况。接下来要做的应是两个自旋1粒子的 
合成，我们只把最后的结果列于表 18-7 中。 

这些角动量的合成法则在粒子物理学中非常重要，它们有数不清的应用。遗憾的是，我 
们没有时间来考虑更多的例子。 


* 由于我们有了一般的转动矩阵式 （18. 35), 大部分工作已经完成了。 
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表 18-7 两个自旋1粒子（人=1， 八 =1) 的合成 


1/ = 2 

M=+2> =1 a. +1 

； fr. +1) 


1 J = 2 

M =+ l) = -j= \ a t 

+ 1 ； b % 0> + + 

fl. 0 ； 6, +1> 

17 = 2 

M = 0 〉 = 夫丨 a ••+ 


a, — 1 ； 6, +1) + -^： | a, 0 ； 6, 0> 

17 = 2 

M =- 1> = 古 1 a. 

0; 6, -1〉+* 

a, — 1 ； 6, 0> 

1 ； = 2 

M =»— 2> = | a, — I 

6 •— 1> 


1 J = 1 

M =-+-1) ■= 1 a. 

+ii *. °>~jf 

a. 0; 6, +1> 

1 / « 1 

M = 0) * ^ 1 a, - 

hb -S 

a. — 1 : 6 , +1> 

1 i - 1 

M =— 1) — | a. 

0; 6,-1 )--^： 

a, - 1 ； b, 0> • 

1 ； - 0. 

M = 0> — ^：| 1 a. 

h 1; 6, — 1> +| a 

—1 ； 6, + 1> —| a, 0 ； 6. 0>| 


§18-7 附注1:转动矩阵的 推导" 


对那苎想知道细的人.我们在这里算出 n 有 ft * (总角动疆>为）的系羡的一般 k 动矩阵，实在》.算出一般情况下的职阵并不 m 
* e , —旦你有 r 概念.你就可以在许多书中的*格 1 r «« 雋一* 的锫果 • 另一方麵.在学》这种*«后，你也许*欢番》你甚®的磽能 
明瑯解 谪如式 （18. 35>这种很复杂的描述免动置的■子力学公式， 

我们将 S 18-4 中的 论证推 广到具有自旋 > 的系蜿上去 .《 们把该系统 fl 作由 2) 个自觼丨/2粒子 ffl 成 j 的态是丨+ + +…+ > 
U 个正号 ）• 对于 m ->_ l 的情况.将有2 ; 个像 I + + …+ _>、丨 + +••• + — + >等等这样的項 • 让我们来考虑具有 r 个£9和*个负号 
( r + i - 2> >这种一般的 情况. 在统*投转动的情况 F . r 个正号的毎个—个钠果 ft 相位改变厂 i ( r /2- i /2)^. 坷见 



(18.59) 


正像 ~ 3/2的情形耶祥，毎个 II 有磽定《值的态，必定是所有 R 有同样 r 和*的态（即 S r 个正号和 4 个负号的各种0了能推列相对应的 
«>以正号的钱性 组含。 我们《定你们能移第出共有 （ r +«>!/ H *| 个这梓的撙刊 ，为 使各个态軀归一化.我们必*将所得之和除以个»的 
平方権。我们可以句成 


十 ++▼••• +十：————： > + (所 有正负号次序的霣撕排灼>1 - l >. m ). 


j ■ m * ( i 8.6 i > 

to 果我们 现在用另一 神记号 .則会有助于我们的工作 • 一旦我们用式 (18.60) 定义了该态^和5这网个数«完 全同』 和 m —样定义 
-个态.如果我们写作 

li . m >= | r \. (18.62) 


則有助 f 我们掌握有关的线索。这里.利用等式 （18. 61), 有 


* 这篇附录的材料最初包括在本讲义的正文里，我们现在觉得没有必要把这种对于一般情况的详细 
处理方法包括进去。 
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其次，我们希望用新的把式 （18. 60) 写成 

!>.«>= - [^ TT ^ f 1 ]^ - H + > r •"- (18.63) 

注意.我们已把舫面因子的指数改成了，我们这样做是因为在花括号内正好有 N = 个項，比较式 (18. M ) 和式(18.60〉， a 然 

ll+> r 卜 >*1 鋒《 

就是下式的一个镰写 

丨| + +->4•所有的重 M 撙灼I 

N 


式中 n 是恬号内不网 项的数 自。这种记号之所以方便的道理在于.我们毎进行一次转动.所有的正号员獻相 n 的因子.所以我们得到这 
个因子的 r 次 《f a 同样.不管各项榷列的次序如 fl,* 个负号項总共贡歒*次幕的因子 # 


现在假定我们把系 a«：y 轴转过《角.我们想求的是 R, 


H:〉. 


当只,(扪作用在毎一个 i+> 时.得到 


R,W l +> - l +> c +|-> s . 


式中 C- co«-|-. S —.in ■•当 Ry (0) 作用于毎一个1一〉时.》出 


所以我们所■■求的是 


Ry (») !-> -|->C-|+>S. 


|»« ■ +⑽，⑷ i+» r - <»,⑷ 

謙 卜 (卜》 C - I + ⑻ (18.65) 

现在毎个二项 A 部必須雇开至进当的幕次.并将这两个表式乘在一起 • 这样 将出现1+>的从0涮 （ r + *> 所有幕次的项 • 我们来看一下 
所有丨+>的〆次幕的项 。 他们出现时总是31 —） 的/次冪項相蛾。假定«们把祈有这箜项集中起来,对一种棑列而言，它们 
有某个含二項式展开因子以及因子 c 和 S 的 R 字系 ft，* 定我们把系数称为因子 Ar .W 式 (18.65) 等网于 


Ryie) | " ^ o {A/ ，+>/ - 

现在以 H 子 【（〆 + />!//!/!】*/*(» A〆 . 并》萬商为 B / •式 <18. 66瓛等于 

[娜…-外 

(我们说.此式定义了 Br . 条件是只*式 （18.67) 给出与 （〗8. 6S) 中相网的*式，> 

由 Br' 的这个定义•式<18.67>右边綱下的因子正好《是态 | .所以 ft 们有 

1:> = 別 ::〉. 


其中/总是等于 r 


ZM 5) | 

•、当 然.这意味着系数 B/tt 是我们所要求的 矩砗元 。即 


〈::卜 |:〉= B ’._ 


现在我们只需要完成代数运算来得出各个 B /. 比较式<18.63>和（18.67>——并记住〆+ / • r + s ——我们翟涮 Br* 就是下式中 
的系数 


(7 nr )^< flC+6S ) r ( 4C - aS > , - 


(18. 70) 
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剩下来的繁 动工作 是将上式依二项式定 理饜开 .并把《和6的给定幕次的項集中起来.加果你把它全部计算出来 ，你就 得到式 08. 70>中 
的系数为 




求和遍及所有使阶乘中的项等于或大于0的整》 * 值*于是这个表示式 K 是我们要求的矩阵元 • 
最后利用 


我们可以 回到順 来用八《和》^表示的 记号。 作此代換.我们得8 § 18-4 中的式 (18. 3«>。 


18-8 附注2:光子发射中的宇称守恒 


在本章§ 1心1 中. 我们曾 考虑过原子从自旋丨的激发态跃进 S 自旋0的基态时光的 发射。 知果激发态具有期上的自旋 （m = + 1>, 
它能沿 + * 轴发射一个 RHC 光子.或沿一*轴发射一个 LHC 光子。我们秣 此光子的两种状态为1/?_ 上》 及 IL _ t > ，这些态没有一个具有 
磽定的宇称。设 P 为宇称算符 .P I /?*±> -I ^ T >. P I L mT )~\ R mt ). 

* 么我们以前关于处在 磯定* 置状态的*子.必定具有礴定的宇称.以及在顰子的过《中宇称是守恒的证明又怎样了呢？ 是® 这个 
问鼴中 的终志 （发射一个光子后 的态) 必須5為磽定的宇称呢？ ftP 果我们考虚的I终态.它包含向所有角度发射光子的娠那确实如 
此。 在 §18-1 中 .ft 们所考虑的只是轚个终态的一个*分而巳 • 

如果我们希《能只查*耶箜 II 实 典有礴 定宇秣的终态.例如.考 虚终态 Mf 〉, 它具有某 个搛幢 《沿 + * 轴发射 RHC 光子以及某个振 


鎘沒沿一《轴发射 LHC 光子，我们可以写为 


(18.72) 

对这个态作字称搡作，给出 

p 1 ir ) ■ • 1 ^T>+^l Rut)- 

(18.73) 

若/?_«成沒_一《,則该态 并〉 ，析以具有俱宇轉:的终态是 



1 4〉 ■•II R_j：> +1 L_ t>I • 

(18.74) 

而具有奇字称的终态 ft 

1 i }) - «l 1 一 1 >1. 

(18.75) 


接 F 来我们饔考虑从奇字秣的激发态涮佩宇秣的*态的裒变*如果 宇称磯 定守恒 .W 光子的终态必定具有奇字称.它必定是式 
(18. 75) 表示 的态， 如果发现11?_上>的振幅 ft«.W 发埂 IUt ; 的娠軀为一 a. 

现在注息当我们嫌 y 轴转动180•时会发生什么情况 • 爾子的初始激发态变为一个《丨的态(根《« 17-2 态不改变符号〉，终态 
的转 动飧出 

J?,(180 I #r) -«!l (18.76) 

将此式与式 （18. 75> 相比较.你会发 现:对 子俩设的终态宇称而 &. 从- •■一丨的初态得涮一个 沿一* 轴的 LHC 光子的与从 m_+l 
的初态得«—个 RHC 光子的振幅 相夔一 个负号 • 这就 Wft 们在 S 18-1 中所得》的结果梅一致 • 
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§19-1 氢原子的薛定谔方程 

在董子力学的历史上，最引人注目的成 就是： 对一些简单原子的光谱细节的认识，以及 
对化学元素表中发现的周期性的认识。在这一章中，我们的量子力学终于讲到这些重要的 
成就，特别是对氢原子光谱的解释。同时我们将对化学元素的神秘性质作出定性解释。我 
们将通过详细研究氢原子中电子的行为来做这些——这是我们第一次根据第16章所建立 
的概念详细地计算(振幅)在空间的分布。 

为了完整地描述氢原子，我们必须描述质子和电子两者的运动。在量子力学中，也可以 
像经典力学那样，把每个粒子的运动描述为相对质心的运动。但我们不这样做。我们将只 
讨论这样一种近似情况，就是认为质子非常 ffi , 从而可把它看作固定在原子的中心。 

我们还将作另一个近似,就是不考虑电子具有自旋以及不应用相对论力学规律来描述。 
W 为我们采用非相对论性的薛定谔方程并且忽略磁效应，所以对于我们这样的处理，需要作 
一些小的修正。小的磁效应之所以存在是因为从电子的观点来看，质子是一个环流电荷，它 
产生一个磁场。在磁场中，自旋朝上的电子和自旋朝下的电子具有不同的能量。原子能嫌 
将相对于我们这里所算得的值稍有移动。我们忽略这一小的能《移动。此外，我们还得想 
象电子犹如一个陀螺仪在空间运动，始终保持相同的自旋方向。因为我们考虑的是一个在 
空间的自由原子，所以其总角动置守恒。在我们所作的近似中，我们将假定电子自旋角动《 
保持恒定不变，因此其他一切原子角动置——通常所谓的'•轨道”角动置——也守恒。作为 
一个很好的近似，电子在氢原子中像一个没有自旋的粒子那样运动一运动的角动 tt 是一 
个常数。 

由这些近似，在空间不同地点找到电子的振幅可以用一个空间位罝和时间的函数来表 
示。设0为时刻 z 在某处找到电子的振幅。根据最子力学，这振幅随时间的变 
化率由哈密顿算符作用于同一函数上给出，由第16章， 

\ h a -^ = 3 ef , (19.1) 



式中 m 为电子质量, V ( r ) 为电子在质子静电场中的势能。当电子距离质子很远时取 V = 0, 
我们可以写出^ 


• 电与国际单位制电量 ■?,( 库仑) 的关系是，/ = 9 〗/4«£„。 
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V . 

r 

波函数4必满足方程式 

(19 - 3) 

我们要求具有确定能量的状态，所以试图得到具有下述形式的解 

vKr , t) = e <,/<>a - 4 ，( r ). (19.4) 

于是函数必是下面方程 之解： 

- £^=( E+ 7>- ( 19 . 5> 

式中 E 是某个常数一原子的能置。 

由于势能项只与半径有关，所以在极坐标中解这 
个方程比在直角坐标中简便得多。在直角坐标中拉普 
拉斯算符由下式定义 

a: 1 十 ay 十 a ， 

我们想改用图 19-1 所表示的坐标 (?, 纟.它们与坐 
标 A >>, 2之间的关系为 

x = rsin Ocos i>, y = rsin flsin •!>, z = rcos 0. 

代数计算甚为冗长，但 最后你 可以证明对任意函数 
/( r )= f ( r , 0 , 4 -), 

▽ V ( r , 心 « = 7^ ( ^ ) + 7|^^( sinfl § i ) + ^0) - (19 . 6) 

所以用极坐标， 0( r , 0, i >) 所要满足的方程为 

十备 ㈣ + ^^卜备卜点斜=-卽 + #• (19.7) 

§ 19-2 球对称解 

让我们首先设法找出一些非常简单的函数，它们满足令人讨厌的方程式 （19. 7)。虽 
然一般说来，波函数4不仅与半径 r 有关，而且与角度#有关，但是，我们可以看一下是 
否可能存在一种特殊情况，这时4与角度无关。对于与角度无关的波函数，如果你转动 
坐标系，振幅一点也不会改变。这就意味着角动量的所有分量为零。这样的^必定与总 
角动量为零的态相对应。（实际上，只是轨道角动最为零，因为电子仍有自旋，但我们忽 
略这部分角动最。>轨道角动量为零的状态有其特定名称，称为 “ S 态”——你可以记住 “s 
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是（英文）球对称”的第一个字母’。 

现在如果^将不依赖于 e 和彡，那么整个拉普拉斯算符只包含第一项，方程式 （19. 7> 大 
为 简化： 

7^ ( ^ )=_ ^( e + tK (19 - 8) 

在开始解这类方程之前，最好作某种标度变换，以除去多余的常数如* 2 、 m 和 L 这样，代数 
运算就较为简单。若我们作如下的 代换： 

r = (19.9) 

及 

09 . 10 ) 

则式 （19.8) 变为（两边乘以^后） 

09. n ) 

这些标度变换意味着，我们以“自然”原子单位的倍 数来置 度距离 r 及能量 E 。 这就是 p = 
r / r B , 这里 r B =彤 / me 2 称为“玻尔半径”，约为 0. 528入 （ 1入= 10— 1 cm )。 同样 ， f = E / E R , 
其中 E R = W /2 V ,此能置称为“里徳伯”能量.约为 13. 6 eV 。 

既然方程两边都有乘积~，那么计算以要比计算4本身来得方便。设 

P >!> = /. (19.12) 

则我们得到形式上更为简单的方程 

$=-«)/• 09 - 13 ) 

现在我们必须找到某个函数/,使它满足方程 (19.13), ——换句话说，我们必须解一个 
微分方程。遗憾的是，没有一个很有用的解任何微分方程的一般方法。你只能浪费时间。 
我们的方程并不容易解，但人们发现可以用下面的步骤来求解。首先,用两个函数的乘积来 
代替 /( 它是^的某一函 数〉， 

f (. p ) = e~ v - g ( p ). (19.14) 


这只是意味着从/(4中分解出因子 e ”。 无疑对任何函数 /( y 总可以这样做，这就是把我 
们的问题变为寻找恰当的函数 g(, P )o 

将式 （19.14) 代入式 （19.13), 我们得到下列关于 g 的方程 

d i^~ 2a t + ^ +(+a ^ g = 0 - (19 - 15) 


* 因为这些特定名称是原子物理学常用词汇的一部分,所以你必须记住这些词汇。在本章末，我们将 
其汇集成一个小“字典”，帮助你们记忆。 
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因 a 可自由选取，所以可设 

. a 1 =- e . (19.16) 

于是得到 

窣-♦如 =0 . (19 - 17 > 

你们可能认为这个方程并不比式 (19.13) 更好对付，但令人高兴的是新方程很容易用 p 
的幂级数解出来。（原则上方程式 （19. 13>也可以这样解，但要困难得多。)我们讲式 （19. 17) 

能为某个 《(/>) 所满足4(/>)可以写成下列 级数： 


g ( p ) = 2 at P l ' (19. 18) 

式中的〜是常系数。现在我们所要做的就是找出一组无限多个合适的系数！让我们来验 
证一下这样的解是可行的。的一级微商为 

二级微商为 

^ — 1)(0* _, . 

把这些表示式用于式 （19. 17), 得 

- ^2^^*-' + 22 a ^*-' = 0. (19. 19) 

4-1 4-1 砉 -i 

显然还看不出我们已经成功了，我们还得一步一步算下去。如果我们用一个等式来代替第 
一个求和项，情况会显得好些。既然这个求和中的第一项为零,我们可以将各个 A 换成 A + 1 
而丝毫不影响这一无限级数，这样改换后，第一个求和完全可以写成 

矗 -1 

现在我们可以把所有的求和放 在一起 ，得到 

2 [(* + 1 - 2 aka „ + 2 a . ] p k ~' =0. (19.20) 

这一级数必须对所有可能的值都为零。这只有当^的各次幂的系数分别为零时才可 
能。如果对所有的 A > 1我们能找到满足下述方程的一组 a , , 


(k + — 2 (ok — l ) a » = 0. (19. 21) 

则我们将得到氢原子的解。这很容易办到。取任意 <2,,于是由下式产生所有其他系数 


= 2 ( 4 - 1 ) 
— *(* + 1 ) 


(19.22) 


由此式你将得出 A , a 3 , q 等等，每一对当然都满足式 （19. 21), 我们得到了一个满足式 
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(19. 17) 的级数 g ( p )。 我们可以用它构成满足薛定谔方程的化注意,这个解取决于设定的 
能量（由 o 表示），但对每个 f 值，都有一个相应的级数。 

虽然我们有了一个解，但它在物理上代表什么呢？通过观察远离质子（大的 P 值）处发 
生的情况，我们可以得到一些概念。在远处，级数中的高次项最为重要，所以我们应看一下 
对于大的 * 会出现什么情况。当々》1时，等式 （19. 22) 近似地为 

a»+i = , 

这意味着 t 

a*+i ^ * • (19. 23) 

但这些数只是〃的级数展式中的系数。函数 g 是一个迅速增加的指数函数。即使将它 
与^* 1 结合以得出/(^)—参看式 （19.14) —当^大时，它给出的 /(/>) 的解 仍像# 那样。 
我们找到了一个数学上的解，但它并不是一个物理解。这个解相当于电子靠近质子的可能 
非常小的情况!在半径^很大的地方更可能找到电子。而我们知道，当 P 大时 車缚 电子的 
必须趋于零。 

我们必须考虑是否有解决此问题的方法。有的。就是观察！如果碰巧 a 等于1/«, 
这里《是任意整数，则式 （19. 22) 将使得 a . + , =0。所有更高的项也将为零。我们就不再 
有一个无限级数，而是一个有限的多项式。因任何多项式均比#增加得慢，所以项 e 
终将迫使/下降，当 P 大时函数/将为零。只有当《 =丨々，»= 1, 2, 3, 4等等时，才有 
宋缚态的解。 

" T " 顾式 （19. 16), 我们看到对于球对称的波动方程,只有当 



时，才能存在束缚态解。允许的能 tt 就是这些分数乘以里德伯常数 E R = V ,或者说 

第《个能级的能置是 

E . =- E r - (19.24) 

n 

顺便指出，对于能 M 为负值并不难理解。能量之所以为负，是由于当我们选定把势能写成 
V = A 时，我们把电子在远离质子处的能置取作能量的零点。当电子靠近质子时，它的 
能量减少，所以在零 以下。 当 n = 1时能量最小(最负），它随《增加而增至零。 

在■:子力学发现以前，从氢原子光谱的实验研究得知氢原子的能级可以用式 (19. 24) 来 
表示，从观察得出的&约为 13.6 eV 。 于是玻尔设计 了一个 （原子）模型，该模型给出了同 
样的方程，并且预言 E r 应为/2护，而薛定谔理论能从电子运动的基本方程重新得到了 
这个结果，这是该理论的第一个巨大成就。 

现在我们已经解出了第一个原子，让我们看看所得到的解的性质。把各部分合在 一起， 
每一个解都像 这样： 


• 原文少《,。一译者注 
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式中 

并且 


•P- 


==^£)= 




(19.25) 



(19.26) 

(19.27) 


只要我们关心的主要是在不同位置找到电子的相对概率，那么对〜可取我们想要的任何数 
值。我们也可令 a , = 1。（人们经常选取 a , 以使波函数“归一化 '使得 在原子里面任何地方 
找到电子的概率总和等于1。目前我们没有必要去这样做。） 

就最低的能量状态而言 ， n = 1,并且 


< J >\ ( p ) = 


(19.28) 


对于处在基态（最低能 S 的状态）的氢原子，在任意位罝找到电子的振幅随电子离开质子的 
距离作指数式下降。电子在质子所在处最容易被发现，其特征扩展距离大约为1个 P 的单 
位,或约为一个玻尔半径 r B 。 

取;》= 2得到下一个较高的能级。这个状态的波函数有两项，它为 




(19.29) 


再下一个能级的波函数为 

^( p ) = + ^ e - T . (19.30) 

图 19-2 中画出了前3个能级的波函数。你们可以看出总的趋势。所有的波函数在 P 大时 
都振动几次后就很快趋近于零。事实上，“凹凸”的数目正好等于《—如果你愿意的话也 
可说私通过零点的次数为 n - l 0 
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§ 19-3 具有角度依赖关系的状态 


对办 （ r ) 所描写的状态，我们发现找到电子的概率幅是球对称的一只取决于电子到 
质子的距离 r 。 这些状态的轨道角动量为零。现在我们应该査问一下可能与某些角度有依 
赖关系的状态。 

如果愿意，我们可以直接研究怎样去求满足微分方程式 (19. 7) 的、以 r , 0和纟为变量的 
函数这一严格的数学问题——加上附加的物理条件，唯一可接受的函数是当 r 大时趋于零 
的函数。你们将发现在许多书中都是这样处理的。利用我们已有的关于振幅如何依赖于空 
间角度的知识，我们打算采取一条捷径。 

处于任一特定状态的氢原子，是一个具有确定“自旋的粒子是总角动世量子数。 
该“自旋”的一部分来自电子的固有自旋，另一部分来自电子的运动。因为这两部分独立 
地起作用（作为一个很好的 近似〉 ，所以我们仍将不理自旋部分而只考虑"轨道”角动 S 。 
然而这种轨道运动的行为很像自旋。例如.若轨道置子数为则角动量的 2 分量可以 
为： I , 1-1, 1-2, (我们照例以 A 为单位进行 M 度。） 而且，我们已经得出的转动 

矩阵及其他性质仍旧适用。（从现在起我们真正忽略电子的自旋，当我们谈到“角动 
时，我们仅仅指轨道部分。） 

鉴于电子在其中运动的势场 V 仅取决于 r , 而与0或纟无关，哈密顿在所有转动下都是 
对称的。因此角动设及其所有分》都守恒。（这对在 gf 中心 力场” ——只依赖于 r 的势 
场——中的运动来说都是正确的，因而并不是库仑势 〆 / r 的独有特性。） 


现在让我们来考虑电子的一些可能状态，这 
些态的内在角结构由 tt 子数/表征。取决于总角 
动置相对 z 轴的“取向”的角动分嫌为 m , m 
取+/到_/之间 2/+1 个可能值中的一个。设 
那么在 Z 轴上某个距离 r 处找到电子的振 
幅是多大呢？零。一个在 g 轴上的电子不可锥有 
任何围绕 z 轴的轨道角动通。好，假定 m = 0, 那么 
在离质子的每一个距离处找到电子的振幅可能不 
为零，我们称此振幅为 F ,( r ), 它就是原子处在状态 
U , 0〉时沿 Z 轴向上 r 处找到电子的振幅。态 
I /. 0) 指的是电子具有轨道自旋/及*:分量 m = 0。 

如果我们知道了 F ,( r ), 我们就知道了一切。 
对于任何状态 I m >, 我们知道在原子内部任何 

M 找到电子的 振幅也 _( r >。 怎么知道呢？注 
iTk 定原子处在丨 m > 状态，那么在角 度心多 
及离原点距离 r 处找到电子的振幅是什么呢？在 
该角度上放一个新的 Z 轴 (参 看图 19-3) ,设为 Z '。 
试问在新坐标轴 Z '上 r 处找到电子的振幅是什么呢？我们知道,除非角动量的/分最(称为 
m ') 为零，否则沿 2 '轴不能找到电子。 但当； ^ = 0时，沿 〆 轴找到电子的振幅为 F ,( r )。 因 






第 19 章氪原子与周期表 | 303 

此，该结果是两个因子的乘积。第一个因子是一个沿 z 轴的处于态 U , m > 的原子相对于 Z ' 
g 处于态丨= 0> 的振幅。用 f ,( r ) 乘这个振幅,就得到相对原来的坐标轴在 （ r , 义约 
处找到电子的 振幅也 -( r )。 

让我们把这个振幅写出来。我们早先已算出了转动的变换矩阵。为从坐标系: r , Z 
变换到图 19-3 所示的坐标系 x ', y , r ', 可以先绕 z 轴旋转角度 h 然后绕新的 y 轴 ( y > 旋 
转角度0 。这个组合转动为乘积 


R y (0) R . W . 

转动后找到 l,m = 0 的态的振幅为 

<1, 0 I RAd ) R.W I l , m ). 

于是我们的结果为 

ir ) = </, 0 | R ,(0) R .(*) I /, rn ) F ,( r ). 


(19.31) 

(19.32) 


轨道运动只能具有整数的 / 值。（如果电子能在 r 关0的任何地方被找到，那么在此方 
向就具有 m = 0的振幅，而 m = 0的态仅对整数自旋才存在。)关于 Z = 1的转动矩阵由表 
17-2 给出。对于更大的 Z , 可以用我们在第18章所得出的一般公式。 R , (約和 !?,((?) 的矩阵 
是分別列出的，但是你们知道如何把它们组合 起来。 一般说来，应先从态丨 m > 出发，用 
K , (約作用以得到新的态 U , «!>(它正好就是 e '-^ U , m >)。 然后再将 K , ⑼作用于这 
个态而得到态 R , ⑻札⑷ U , m >。 最后乘以</, 0丨就给出矩阵元式(19.31)。 

转动操作的矩阵元是和 > 的函数。式 （19.31) 所出现的特殊函数也常出现在许多类 
型的问题中，这些问题涉及球面几何学中的波，因此给它一个专门名称。注意，并非大家都 
采用相同的规定，但 M 常用的一个是 

</. 0 | R,(e)RM) I /. m ) = aY ,. m ( e , *). (19.33) 

函数0称为球港函数，而 a 只是一个数字因子，它取决于对 y ,.- 所选取的定义。对 
于通常的定义是 



用此记号，氢原子波函数可写成 

^,. m (,r) =aY l .A0. ^F.ir). (19.35) 

角度函数約不仅在许多量子力学问题中是重要的，而且在经典物理的许 
多出现算符 v 2 的领域中，例如电磁学中，也是很重要的。作为它们在量子力学中的应 
用的另一例子，考虑 Ne 2 ° 激发态的衰变（诸如上章所讨论的）。 Ne 2 ° 通过发射一个。粒 
子而袞变为 CT ,即 

Ne J0- ― -O 11 + He*. 


假定激发态具有某自旋 /( 必定是整数 h 并且角动量的 z 分量为 m 。 我们现在可以提出如下 
问题:给定/ 和 m ,则发现 a 粒子在与 z 轴成6角、与平面成4角的方向（如图 19-4 所示〉 
上离去的振幅是怎样的？ 
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图 19-4 Ne 1 。 瀲发态的衰变 

P(e, t)=a l \ (I, 


为了解此问题，我们首先作下述观察。 0 粒 
子沿 Z 轴笔直向上的衰变必然来自 m =0的态。 
这是由于 O 16 和 a 粒子两者的自旋均为零的缘 
故，而且其运动不能有任何对 z 轴的角动量。让 
我们称这种振幅为 a (单位立体角）。于是为求图 
19-4 所示的任意角度上衰变的振幅，我们只需知 
道给定的初态在衰变方向具有零角动量的振幅。 
在0和#方向衰变的振幅是 a 乘以相对 2 轴的态 
I 1. m ) 在相对 /( 衰变方向〉的态 | /, 0> 的振 
幅。这后一振幅正是式（19.31〉中所表示的。所 
以在心4方向见到 a 粒子的概率是 

0 I K,(ff)R.(*) I /. m> |*. 


作为一个例子，考虑一个具有/= 1以及各个 m 值的初态。由表 17-2 可知其必需要的 
振幅，它 们是： 


<1,0| R,(.e)RAi) I 1. +1> =--^rsin^ 
< 1 , o I RAe)R.(f) I 1, 0) = cosd, 

〈1,0丨 R y (0) R .(*) I 1, -1〉= -^ rsinfle -*. 


(19.36) 


这些就是 3 个可能的角分布振幅——视初始核的 m 值而定。 

像式 (19. 36) 那样的振幅是经常出现的，而且非常重要，所以有几个名称。如果角分布振 
幅正比于这3个函数中的任一个或者正比于它们的任何一种线性组合，我们就称“该系统的轨 
道角动 tt 为1"。或者我们可以说, “ Nf 发射一个波的 a 粒子。”或者说，“ a 粒子在/ = 1的 
状态被发射。”因为有许多方式来说明同一事惝，所以 M 好有一本字典。如果你希望明了其他 
物理学家谈论些什么，你就不得不记住这些语言。表 19-1 给出了轨道角动 tt 的字典。 

如果轨道角动置为零，那么当你转动坐标系时没有什么改变,而且也不随角度变化——对 
角度的“依赖关系”就是一常数,比方说1。这个态也称为、态”,而且就角度依赖关系来说只 
有一个这样的态。如果轨道角动量为1,那么与角度变量有关的振幅可以为上述3个函数中 
的任一个一取决于 m 之值——或者可以是一个线性组合。这些态称为 “ P 态”，共有3 
个。如果轨道角动量是2,则有5个所示的函数。任何线性组合称为“/ = 2” 或波”振幅， 
现在你们可立即猜出下一个字母一 在>， P ， d 以后应出现什么呢？当然是/, g ， h 等等, 
照字母顺序排列下去！这些字母并不代表什么意思。（它们曾代表某些意义一它们分别 
表示原子光谱中的"锐线”、“主线”、“漫线”及“基线”。但这些是当时人们还不知道这些线的 
來源所定的名称。/之后就没有特定的名称,所以我们现在只是按 g , A 等等继续下去。） 

表中的角函数有几个名称一在定义中有时对前面的数字因子也采用略微不同的规 
定。这些函数有时称为“球谐函数”，并写为 4); 有时也写作 P ：( cos 如果 

饥= 0, 就简单地写为 P,(cos (?)。函数 P ,( c OS ^ 称为以 c OS 0 为变量的“勒让德多项式”，而 
函数 P ：( cos « 称为“连带勒让德函数”。在许多书中你们都可找到有关这些函数的表。 
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表 19-1 轨道角动量的字典 《 = )= —个整数） 


轨道角动 M / 

z 分 M m 

振幅的角度依賴关系 

名称 

状态数 

轨道宇称 

0 

0 

1 


X 

1 

+ 

1 


(: 1 

l-i 

- 古 1 

cose > 

if ,,n<k ' 4 \ 


p 

3 

- 



+ 2 

孕 sW* 







+ 1 

-^^•sin ^cos 





2 


0 

+(3co S m 


d 

5 

+ 



-1 

— ^^sin Ocos 加 - 一 







-2 






3 

4 

5 


</• 0 1 R,(0)RA*) 1 /. 

- i) 

» PT(cobO)^ 


f 

g 

h 

卜 +1 

(-1V 


顺便谘注意，对给定/的所有函数都具有这种性 
质，它们有相同的宇称一在反演时，对奇数它们改 
变 符号； 而对偶数它们不改变符号。所以我们可以 
把轨道角动《为/的态的宇称写成（_1>、 

正如我们已经知道的，这些角分布可能涉及核衰变 
或某种别的过程，或在氢原子中某处找到电子的振幅分 
布。例如，若一电子处于/>态</= 1>,则找到它的振 
幅可能以多种方式依赖于角度一但都为表 19-1 中 
_/= 1的3个函数的线性组合。让我们看一下 cos 0的 
情形，这是很有趣的。这意味着在上半部分 M <7 t /2) 
振幅是正的，而在下半部分/2 )振幅是负的，当 
0= 90°时振幅为0。将此振幅平方，我们看到，找到电 
子的概率随角6的变化如图 19-5 所示一与+无关。 
这种角分布说明了这样的事实，在分子键联中，处在 
/=1 的态的电子对另一个原子的吸引与方向有 
关——它是化学吸引的定向原子价的来源。 



图。它是处于1, m = 0 的原子 
态中，在相对于 z 轴的不同角度处 
(对一定的 r ) 找到电子的相对概率 


§19-4 氢原子的一般解 


在式 <19. 35) 中我们已经把氢原子的波函数写为 


i ， .Ar)=aY,. m (d, *)F,(r). 


(19.37) 
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这些波函数必定是微分方程式 （19. 7>的解。让我们看看这意味着什么。将式 （19. 37) 代入 
(19.7) ，得： 

^B (rF,) + ^gTe{ sin9 ^) + ?^d^ 

=- 2 H e + t ) y '- Fi - 

现用 P / F , 与上式相乘并重新整理,结果为 

^gfe( sind3 -^) + ^e 3 ~^T 

此方程的左边部分仅与心多有关，而与 r 无关。不论我们对 r 取什么值，左边部分都不变。 
右边也必然是这样。虽然方括号内的量到处都包含 r , 但整个置并不取决于％否则此等式 
就不会对所有的 r 都成立。正如你们可看到的，方括号内的函数也与0及#无关。它必为 
某个常数。该常数的值很可能与我们所研究的态的/值有关，因为函数 F , 必定是一个适合 
此状态的函数。我们称此常数为 K ,。 因此方程( I 9 . 35 >与两个方程 等价: 

^efe( sin0 ^) + s^re 3 ~^r = - K ' Y '— (19 - 40) 

H? (rF ' ) + 2 -^( E+ v) Fl = K '.% 09 - 41 ) 

现在来看看我们做了些什么。对于任意的由/和 m 描述的态，函数■■是知道的，我 
们可以用式 （19. 40) 来确定常数 K ,。 将 K , 代入式 （19. 41) 就得到一个关于函数 F ,( r ) 的微 
分方程。若能解出关于 F ,( r ) 的方程 ,（19. 37) 中的所有部分都有了，我们就可给出 0( r )。 

K , 是什么呢？首先,注意到对各个 m (对应于一个特定的 /) K , 必然相同，所以对 y ,.„ 
我们可以随意选取任 一 m . 并把它代入式 （19. 40) 以解得 K ,。 选用 y ,., 可能最为简单。由 
式 （18. 24>可得 

RA *) \ l , l ) = e Jt \ I , I ). (19.42) 

的矩阵元也很 简单： 

〈/, 0 | R y (0) I /, /> =6 (sin d ) 1 , (19. 43) 

式中 6 为某个 数《。 把两式合并，得 


(19.38) 


(19. 39) 


• 你们可以费些功夫来证明这个数来自式 (18.35), 但按照 §18-4 的槪念也很容易从第一性原理得出这 
一结果。态 I /, /〉可以由2/个自旋1/2并且全部朝上的粒子组成，而态丨/, 0> 应有/个自旋朝上，/个自 
旋朝下。在转动下，朝上自旋继续保持朝上的振幅为 co S 0/2, 而自旋由朝上变为朝下的振幅为一 sin (9/2。 
我们要问的是 /个朝 上自旋仍朝上，而其余的/个朝上自旋变为朝下的振幅是多少。这一情况的振幅为 
<—cos (9/2 - sin 沒 /2 V , 与 sin 1 沒成正比。 
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V ,.! oc e ^ sin ' l ?. (19.44) 

将此函数代入式 (19. 40) 得 

K , = /(/ + 1). (19.45) 

K , —旦确定，式 （19. 41) 就告诉我们径向函数 F ,( r )。 当然，式 (19. 41) 就是角度部分被 
K , F , Ir 1 所代替的薛定 if 方程。让我们重新将式（19.41〉写成式 (19.8) 的形式，即 

1 d z , p 、 2m I c , e 2 /(/ -f 1) | r * ac \ 

Vd? (rFl)= --^\ E+ 7 一一 W 卜 （ 19 . 46) 

势能中增加了很神秘的一项。虽然此项是由数学把戏得到的，但它有一个简单的物理起 
源。我们可用半经典的论证来给你们一些关于它的出处的概念。这样或许你们就不会 
觉得它太神秘了。 

想象一经典粒子围绕某个力心 运动。 总能量守恒，并且为势能与动能之和， 

U = V ( r ) + + mr ^ =常数 ■ 

通常可将^分解成径向分量％和切向分量 r 6，于是 

if = v\ + (.rey. 

那么角动 ft mr 2 &也是守恒的，设其等于 L , 于是我们可写成 

= I •或 r0 = — , 
mr 

而能嫩为 

U = ,^ mv l + V ( r ) + £,. 

如果没有角动 ft , 上式仅有前两项，加进角动量 L 对能置的影响就相当于在势能中加进了 
项但这几乎正是式 (19.46) 中的额外项,唯一的差别是看来角动置为 Z (/+ l ) 护而 
不是我们所期望的 H 但我们在前面（例如第2卷§ 34-7) 就已经看到，要使准经典的论 
证同正确的置子力学计算结论相一致通常就得作这个替代。于是，我们可以把这新的项理 
解为“赝势”，它给出转动系统中出现在径向运动方程中的"离心力”项（参考第1卷§ 12-5 
有关“赝力”的讨论）。 

我们现在就来解关于 F ,( r > 的方程式 （19. 46)。它与式 （19. 8) 很相像，所以能用相同的 
技巧来解。每一步都与以前的做法一样，一直到式 (19. 19), 此时将多 出一项 

- Z (，+ l ) fX *. (19.47) 

这一项也可写为 

-/(/ + l ) j ^-+ )• . (19.48) 
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(我们提出第一项，并将求和指数《向后移动1。>代替式 （19. 20) 的是 

2 1 )-/(/+ 1 ) | a 1+ , - 2 («fe - 1 ) a t V *-' - /(/ + 1)a, = 0. (19.49) 

*=1 P 

只有一项包含， \ 所以这项必为零。系数 a , 必为零(除非 Z = 0, 而/ = 0时我们就得到以 
前的解>。令方括号对每个 A 皆为零，则其他各项都为零(取代式 （19. 21)) 的条件为 


2(a*~ 1) 


(19.50) 


这是对球对称情况的唯一有意义的改变。 

与前相同，如果我们要有能描述束缚电子的解，则级数必须中断。若 on = 1,则级数将 
在走=«处终止。我们又得到关于 a 的相同条件, 0 必须等于 1 A », 这里 n 是某个整数。然 
而式 (19.50) 还给出一个新限制，指数 * 不能等于/,否则分母为零, a , + ，为无限大。这样，因 
=0. 由式 (19. 50) 可知所有相 继的& 也都为零，直到不为零的这就意味着♦必须 
从 / + 1 开始到 n 终止。 

我们的最终结 果为： 对任一 /存在许多可能的解，我们称这些解为 尺.，，而;》>/+1。 每 
个解具有能 M 

一部) . H 9.51) 

具有此能》且角量子数 为/及 m 的状态，其波函数为 

= aY ,. m (0, *) F ..,( p ), (19. 52) 

而 

fF ,.‘（ p ) = e— v 2 a " P t • (19.53) 

砉 -i+1 

系数〜 由式 （19. 50) 得到。 我们最 终对氢原子的状态有了一个完整的描述。 


§19-5 氢原子波函数 


让我们回顾一下我们所发现的结果。满足电子在库仑场中的薛定谔方程的状态，由3 
个都为整数的置子数〜/, m 来表征。电子振幅的角分布只能具有某些确定的形式，称之 
为 Y ‘.-。 它们用 总角动晕 II 子％/ ,及磁置子数 m 来标记，磁量子数 m 可以从一 /变到 
+ Z 。 对于每一种的多种径向分布 F ..,( r ) 都是可能的，它们用主髯子 
资 n 来标记—— n 可以从 /+1 变化到~。状态的能量只与 n 有关，并随 n 的增大而 
增加。 

能量最低的状态,或基态，为 s 态。对这个态/ = 0, n = l , m = 0, 它是一个“非简并" 
态一具有此能量的状态只有一个，其波函数是球对称的 。在中 心处发现电子的振幅最大， 
随着离中心的距离增加而单调地减小,我们可以把电子的振幅想象为如图 19-6( a ) 所示的 
一个球。 • 




( e ) (0 /"0 I 2 3 

m 19-6 表示氢原子一些波函数的一般性质粗略 明 19-7 氢 ©子 能级图 

的草图。暗区表示振*大的地方。各区的正负号表 
示该 区振® 的相对符号 

对” = 2, 3, 4…等较高的能置还有其他 s 态。对于每一个能置只有一种形式 （m = 0), 
且都为球对称。随着 r 的增加，这些态的振幅一次或多次改变符号。这些振幅有 n ~ l 个球 
形节面一^趋于零的地方。例如2*态（/ = 0, n = 2) 看上去将如图 19-6( b ) 中所画的那 
样。（暗区表示振幅大的地方，正负号表示振幅的相对相位。）图 19-7 中第一列所示即为 s 
态的能级。 

此外尚有 Z = 1的 P 态。对每个 n ( n 必须为2或更大），有3个能最相同的状态，对 
m = + l , r „ = 0 * m =— 1各有一个。能级如图 19-7 所示。这些态的角度依赖关系列在 
表 19-1 中。例如，对于 m = 0,如果当0接近0°时振幅为正，则0接近180°时，振幅将为负。 
所以存在一个与平面重合的节面。对于 n >2, 也有球形节面。图 19-6( c ) 画出 了;! = 2, 
m = 0振幅的大致情形，图 19-6( d ) 画出了 n = 3, m = 0波函数的大致情形。 

你们可以想象，既然 m 表示在空间中的某种“取向”，那么应该有振幅峰值沿 I 轴或 ; y 
轴的类似的分布。这些可能是 m =+ 1和 m ==_ 1的态吗？不是。但是既然这3个状态的 
能*相同，那么这3个态的任意线性组合也将是具有相同的能量的定态。结果，“: c ” 态一 
对应于 “ Z "态或图 19-6( c ) 的 m = 0的态，是 m =+ 1及 m =— 1的态的线性组合。相应的 
“ y ” 态为另一组合。明确地讲，我们意指 

•V =1 1. 0>, 
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- x - __ I 1. + 1) — I 1, — 1) 

一 V2 ' 

-- -I 1, +1)+1 1,-1) 

^ — i^2 . 

当以它们的特定坐标轴为参考轴时，这些态都看上去是一样的。 

对每一个能量 j 态 （/ = 2> 有5个可能的 m 值，最低能量为 n = 3。其能级如图 19-7 
所示，其对角度的依赖关系更加复杂。例如 m = 0 的态有两个圆锥形的节，所以当你们由北 
极绕至南极时，波函数的相位从+到一再变到+。它们分别对于》« = 3 以及 ; I = 4的 ; n = 0 
的状态，振幅的大致形式画在图 19-6 的 ( e > 及 (0 中。同样较大的 n 的振幅具有球形节。 

我们不准备再描述可能的状态了。你们可在许多书中找到有关氢原子波函数的更为详 
细的描述。有两本很好的参考书，一本 是鲍林 （ L . Pauling ) 和威尔逊 （ E . B . Wilson 〉 的 《晕子 
力学导论>,另一本是莱顿 （ R . B . Leighton ) 的<近代物理原理>。在这些书中你们都 
一些函数的图形及许多态的表示图。 

我们希望提一下，对较高的波函数有一个特 点:对 / > 0的情形，在中心处的振幅为零。 
这并不奇怪，因为当电子的轨道半径非常小时，它很难具有角动 M 。 根据这个道理,/越大，振 
幅被“推离”中心的就越远。如果你观察 r 很小时径向函数 F ( r ) 的变化方式,则由式 (19. 53) 发现 

F ..,(. r ) as r 1 . 

这种对 r 的依赖关系意味着，对于较大的必须在远离 r = 0的地方才会有可观的振幅，顺 
便指出，这种性质取决于径向方程中的离心力项，所以同样的结论适用于任何在 r 很小时变 
化比 1/ r 2 更慢的势——大多数原子的势都是这种势。 


§19-6 周期表 


我们现在要以近似的方式应用氢原子的理论来了解一下化学家的元素周期表。原子序 
数为 Z 的元素，有 Z 个电子被核的电吸引力聚集在一起，而电子之间又互相排斥。为了得 
到严格的解，我们需求解 Z 个电子在库仑场中的薛定谔方程。对于氦，其方程为 

式中▽丨是作用于 》■, 的拉普拉斯算符, r , 是一个电子的坐标, ▽! 作用于|^,而~ =卜 | —»' 2 | 
(我们再次忽略电子的自旋）。为了得到定态和能级，我们要求如下形式的解 

V& = /(r,, 

几何关系包含在/中，它是6个变最——两个电子同时的位罝——的函数。虽然最低能最 
状态的解已用数值法求得，但没人能得出解析形式的解。 

对具有3, 4或5个电子的原子，想要得到严格解是没有希望的，至于说置子力学已经 
对周期表给出了精密的解释，那是太过分了。但是，至少可用它一甚至是一种粗槌近似， 
还要加上一些修正——定性地了解周期表中揭露出来的许多化学性质。 
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原子的化学性质主要决定于它的最低能置状态。我们可以利用下面的近似理论来求这些 
态及其能最。首先,除了采纳不相容原理，即任一特定的电子态只能由一个电子占据外，其余 

情况下我们忽略电子的自旋。这意味着任一特定的轨道组态最多只能有两个电子-个自 

旋朝上，另一个自旋朝下。其次在我们的第一级近似中，不考虑电子之作用的细节，而 
认为每一个电子都在核及其他电子共同组成的有心力场中运动。例如氖，它有10个电子，我们 
说一个电子感受到的平均势是由核加上其他9个电子所产生的。于是我们可想象在薛定谔方程 
里,对每个电子我们给予一个势 V ( r >, 它是来自其他电子的球对称电荷密度修正后的1斤势场。 

在此模型中，每个电子像独立粒子那样行动。它的波函数对角度的依赖关系与氢原子 
中的情形完全相同。它有5态、 p 态等等，并且它们将具有各种可能的； t •值。因为不 
再与1 A 相同，所以波函数的径向部分将稍有不同，但在定性方面将相同，所以我们有相同 
的径向量子数 I 状态的能置也会有点不同。 

氢 


让我们来看看根据这些概念可得到些什么。氢的基态具有/ = m = 0及 n = 1,我们称 
该电子的组态为 Is 态。能鼉为 一13. 6 eV 。 这意味着把电子拉出原子需要 13.6 eV 能置。 
我们称 此能播 为“电离能”，用符号 VV , 表示。电 


离能越大，就越难使电子脱离.一般说来，电离能 
大的材料其化学性质就不大活泼。 

氦 

现在来看氦。它的两个电子可处于同一个能 
低的状态(一个自旋朗上，另一个朝下>。在此 
敁低能状态,电子在一势场中运动，这个势对小 
的 r 就像 r = 2的库仑场，而对大的 r , 就像 z = 1 
的库仑场。结果是一个••类氢”的 Is 态，它的能¥ 
稍低。两个电子占据同 一 Is 态 U = 0 ,m = 0>。 所 
观察到的电离能（移去一个电子）为 24.6 eV 。 因 
为现在 b 壳层已填满了——只允许两个电子占据 
该壳层——因此电子被其他原子吸引去的趋势实 
际上并不存在。氦在化学上是惰性的。 

锂 

锂原子核有3个单位的电荷。电子态又是 
类氢的，3个电子占据最低的3个能级。两个电 
子进入 h 态，第三个电子进入 n = 2的态。但 
/ = 0呢还是/ = 1?在氢原子中这两个态的能置 
相同，但在其他原子中则不然，原因如下，还记得 
2 5 态在核附近有一定的振幅，而 2 p 态则没有。 
这就意味着 2 s 态的电子感受到部分锂核的三重 
电荷，但2/»电子却待在外面，该处的电场很像单 
个电荷所形成的库仑场。这额外的吸引力使得 
2 s 态的能暈相对于2/>态能量有所降低，能级大 



9 19-8 当有其他电子存在时原子中 
电子能级示意图(标度与图 19-7 不同） 
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致如图 19-8 所示——你们应将此图与氢原子相应的能级图 19-7 比较。所以锂原子有两个 
电子在 h 态，一个电子在 2 s 态。因 2 s 电子比 Is 电子具有较高的能量，所以 2 S 电子比较容 
易脱离。锂的电离能仅为 5.4 eV , 其化学性质非常活泼。 

表 19-2 周期表中甫 36个元 素的电子组态 



國圈國 ■■ 

IR1BK 

■■1 

B1BII 




处于各个态的电子数 

1 

2 



2 1 



2 2 



2 3 



2 4 



2 5 



2 6 





1 

2 


1 

2 


2 

2 

滿 

3 

2 

充 

5 

1 

层 

5 

2 

(8) 

6 

2 


7 

2 


8 

2 


10 

1 


10 

2 


由此你们能够看出逐步显现出来的模 式了； 我们在表 19-2 中列出了前面36种元素，表 
明每个原子处于基态时电子所占据的状态。表中给出了束缚得最松的电子的电离能以及占 
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据各个“壳层”的电子数，这里，壳层指的是》相同的状态。因为不同/的态具有不同的能 
量，每个 /值与 一个有2(2/+1)个可能状态(不同的 m 及电子自旋）的支壳层相对应。除了 
一些我们忽略的微弱的效应之外,这些态都具有相同的能量。 

铍 

铍与锂相似,除了在 2 s 态有两个电子，还有两个电子在充满的 U 壳层。 

硼到氖 

硼有5个电子，第五个电子必然进入态。因为 2 p 态有2 X 3 = 6个不同的状态，所 
以我们可不断增加电子直到总数达到8个电子。这样就得到氖。当电子增加时，原子序数 
Z 也增加，所以整个电子的分布越来越接近原子核，以至 2 p 态的能量下降。到氖时电离能 
增至 21.6 eV 。 氖不易失去电子。它已没有多余的低能空位供电子填充，因此它不会试图 
擭取额外的 电子。 在化学性质上氖是惰性的。另一方面，氟确实有一个空的可供电子填入 
的低能状态，所以氟在化学反应中很活泼。 

钠到氲 

对钠来说，第11个电子必须开启一个新的壳层一进入 3 s 态。这个态的能级很高，电 
离能急剧下降，因此钠是一个活泼的化学元素。从钠到氩 ， n = 3的 s 态和 p 态完全按照从 
锂到氖那样的次序来填充，在外面空的壳层里，电子的角度组态具有相同的次序，电离能的 
变化情况也很相似。由此可以看出为什么随着原子序数的增加化学性质会重复，镁在化学 
性质上非常像铍，硅像碳，氣像氟，氩像氖那样是惰性的。 

你们可能已经注意到，在锂与氖之间，电离能的次序略微有点异常，钠和氟之间也有类 
似的情况。氧原子对敁后一个电子的束缚比我们预期的要稍微弱一些。硫也有类似的悄 
况。这是什么原因呢？如果我们加进一点各个电子之间的相互作用效应，对这一情形就能 
理解了。考虑_下将第一个2/>态的电子放 进播! 原子的情况。有6种可能——3种可能的 
P 态，每个/>态有两种自旋。想象一自旋朝上的电子进入 m == 0的状态，这一状态也称为 
、"态 ，因为它紧靠 z 轴。碳的情况将如何呢？现有2个2/>电子。如果其中一个进入 “ Z ” 

态，第二个电子将进入什么态？如果它远离第一个电子，它具有较低的能嫌，臂如说它进入 
2/>壳层的“: r ” 态就行。（记住，这个态就是 m =+1 及 m =—1 态的线性组 合。) 接下来，轮到 
姐,如果3个2/>态电子分别处于 “ or ”，•>” 和、”组态，则它们将具有最低的相互排斥能。但 
是对氧就不同了，第四个电子必须以相反的自旋进入一个已被填充的态。于是它受到已经 
在这个态的电子的强烈排斥，所以它的能置不如在其他情况下可以达到的那样低，因而更容 
易被移去。这就解释了出现在氮和氧之间以及磷和硫之间的结合能次序上的中断现象。 

钾到锌 

在氩以后，你们首先可能认为新加的电子将开始填充 3 d 态。但并非如此。根据前面 
的描述一以及图 19-8 中说明的——角动量较高的状态其能置要上移。到态时，其能 
最已比 4 s 态的能量高出一些。所以在钾中，最后一个电子进入 4 s 态。这个壳层到钙原子 
被填满后（有两个电子），就开始对钪、钛、钒填 3 d 态。 

3 d 和 4 s 态的能量十分接近，所以很小的影响就能使两者的差额由正变负或由负变正。 

当我们把 4 个电子放入到 3 d 时，它们的排斥作用使 4 s 态的能量上升到刚好高于 3 d 态能 
量，所以一个电子移回来了。对于铬，我们不是得到预期的4、2组合，而是5、1组合。增加 
—个新电子就得到锰，此电子重新填入 4 s 壳层，此后 3 d 态壳层被 —一 填满,直到铜为止。 
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因锰、铁、钴和镍中最外面的壳层具有相同的组态，所以它们都倾向于具有相似的化学 
性质。（此效应对稀土元素更为明显，它们都具有相同的外壳层，而其逐步填充对化学性质 
的影响很小的内壳层。） 

在铜原子中，一个电子从 4 s 态壳层中被夺走，最后将壳层填满。然而，铜的10、1 
组态的能量与9、2组态的能量是如此接近，只要附近有另一个原子存在，就能改变两者的 
平衡。由于这个原因，铜的最后两个电子差不多是相等的，所以铜可以是1价也可以是2 
价。（它有时表现出好像其电子处于9、2组 态。） 在其他地方也发生类似的情况，这说明了 
其他金属，如铁，在化合时具有两种原子价的事实。到锌为止 ,3 rf 和 4 s 两壳层都完全填满了。 
镓到氪 

从镓到氪，填充次序重又正常地继续下去，对4/>壳层进行填充。外壳层、能最和化学 
性质重复着从硼到氖及从铝到氩的模式。 

氪像氩和氖一样，是有名的*•稀有”气体，在化学上这三者都是“惰性的”。这只是意味 
着，由于能 ft 相对较低的壳层已填满，在与其他元素进行简单化合时，它们在能置上具有优 
势的情况是很少的。具有一个满壳层是不够的。铍和镁具有填满的 S 壳层，但这些壳层的 
能置太高，不能使得元素稳定。同样.我们会期望在镍的位罝上出现另_个“稀有"元素，假 
如其 3 d 壳层 的能嫌 更低些(或 O 壳层能 ft 更高些)的话。另一方面，氪并非完全惰性，它和 
氣会形成一弱键化合物。 

既然我们所举实例已说明了周期表的大多数主要性质,所以我们就讨论到第36号元素 
为止一还有70多个元岽！ 

我们想再指出一点 :我们 不仅能在一定程度上了解原子价，而且也可以讲些关于化学键 
的方向性质。取一个原子，如氧，它有4个 2 p 电子。前3个电子处于“: c ”， 态，而 
第四个电子将重复这些态中的一个，留下两个态一臂如说“ X "和一空着。接下来考 
虑的情形。每一 个氢原 子都乐意与氧共有一个电子，从而帮助氧填满壳层。这两个电 
子倾向于进入“: r ” 和 “ y •的空位。所以水分子应有相对氧原子中心成直角的两个氢原子。 
实际上这个角度为105%我们甚至能理解为什么这一角度大于 90' 由于共有电子，结果 
氢原子有了净的正电荷。电的排斥作用使波函数“变了形”，把角度扩大到105%在 H 2 S 中 
也出现同样的情况。但由于硫原子较大，两个氢原子隔得较远,排斥作用较小，所以角度仅 
扩大到93°。硒原子更大，故在 H 2 Se 中角度非常接近90% 

我们可以用同样的论证来理解氨 （ H 3 N ) 的几何结构。 瓿有 再容纳3个2/>电子的空 
位，对 “ x ”， V . 这三种态各一个。3个氢原子应彼此联成直角。但构成的角度稍大于 
90°—又是电斥力的缘故一但至少我们看到为什么 H 3 N 不是扁平的。磷化氢 （ H , P ) 的 
角度接近90°,而在 H 3 As 中角度更接近90%当我们把 H 3 N 描述为一个两态系统时，我们 
假定它不是扁平的。正是由于这种非扁平性才使氨微波激射器成为可能。现在我们已经看 
到从我们的量子力学也可以理解分子的形状。 

薛定谔方程是物理学的巨大成就之一，由于它提供了解原子结构的根本机理的钥匙，从 
而对原子光谱、化学以及物质的本性作出了解释。 



第 20 章算 符 

§20-1 操作与算符 

到目前为止，虽然我们不时地告诉你们量子力学量和方程的一些特殊写法，但是我们在 
ft 子力学中所做的全部工作都可以用普通代数来处理。现在我们想再讲一些描述量子力学 
事件的有趣而有用的数学方法。处理量子力学问题有许多不同的方法，而大多数书本所采 
用的方法都与我们所用的不同。当你们继续阅读其他书箱时，你们可能不会立即看出这些 
书中所讲的方法与我们所用的方法之间的 联系。 虽然我们也能得出一些有用的结果，但本 
章的主要目的在于告诉你们一些描写相同物理事件的不同方法。知道了这些方法，你们就 
能更好地理解别人所讲的了。当人们最初提出经典力学时，他们总是用 I , 3»和2分量来写 
出所有的方程式。以后有人指出，发明矢量记号可以使所有的写法大为简化。的确，当你要 
计算什么时，常常需要将矢 M 变换成它的 分世。 但是当你使用矢 fi 时，一般很容易看出发生 
些什么，而且许多计算也容易得多。在量子力学中，使用“态矢 M ” 的概念可以用比较简单的 
方法写出许多事情。当然，“态矢置” IW 并非三维空间中的几何矢 M , 而是代表物琿状态的 
—种抽象符号.此状态用“标记”或“名字来识别。这种概念之所以有用，是因为 M 子力学 
的规律可以用这些符号写成代数方程。例如,任何状态都可由基础态的线性组合来构成，这 
个基本定律就可以写成 

I <!>) = E c - I *>• (20.1) 

式中 C . 是一组普通的（复）数——振幅 C , =〈《_|0 ―而|1〉、|2〉、|3>…等等代表在某个基 
或表寒中的基础态。 

3果取某个物理状态并对它作些变动一如转动或等候一段 时间以 一则得到不同 
的态。我们说，“对一个状态进行一次操作产生了一个新的态 。” 我们可以用一个方程式来表 
示同一概念： 

I #> = A | 0). (20.2) 

对态的一次操作产生另一个态。算符 A 代表某个特定的操作。当这一操作作用于任一态， 
臂如态 I 以上,它产生某个其他的态10。 

式 (20. 2>表示什么意思呢？我们这样来定义它，如果用乘以式 (20. 2>,并将|0〉按式 
(20. 1) 展开，则得到 

<« | ^) = I ^ 1»0' I (20.3) 

f 

(态1_/>取自和 U > 相同的一组。）这正是一个代数式。数给出了在态 IP 中找到的每个基 



316 费恩曼物理学讲义（第 3 卷） 


础态的量，它是以在各个基础态中的振幅的线性叠加表示的。数正是表明 
有多少〈）4〉进入每个求和中的系数。算符 A 可用一组数或“矩阵”以数字来描述 

A „ s <£ | A | j ). (20.4) 

所以式 (20.2) 是式 (20.3) 的高级写法。实际上还不止这样，它含有更多的东西。在式 
(20. 2) 中我们完全没有提到一组基础态。式 (20. 3) 是式 (20. 2) 在某一组基础态中的映像， 
但是，如你们所知，你们可以选用你们想要的任意一组态，而式 (20. 2) 就含有这种概念。算 
符的写法避免了作任意特定的选择。当然，当你想要得到明确的表示时，你必须选择一组基 
g 当你选定后，你就用式 (20. 3)。因此算符方程式( 2 0. 2 )是代费方桿式( 2 0. 3) 的 
象的写法。这两种写法之间的区别，类似于下面两种写法的差别 

c = aX b 


及 

c x = aJ) K — a . b y f 

c y = a K b x — aJ) Kt 

Cm = a t b, — ayb x . 

第一种写法要方便得多。然而，当你想要计算结罘时，你终究必须相对某组坐标轴给出各分 
«。同样地，如果你想要说出 A 真正表示什么意思，你必须准备根据某组基础态给出矩阵 
A ,,。 只要你心中有一组 Ii >, 式 (20. 2) 就与式 (20. 3) 相同。（你们还应记住，一旦你知道了 
对一组特定的基础态的矩阵，你总可以算出相对于任何别的基础态的相应矩阵。你可以将 
矩阵从一个“表象”变换到另一个“表象”。） 

式 (20. 2) 的算符方程也可以用一种新的观点来考虑。如果我们设想某个算符我们 
就可用它跟任意态来产生一个新的态 Al ^〉。 有时用这种方法得到的“态”可能是很特 
殊的——它也许不代表我们在自然界中可能遇到的任何物理情况(例如，我们可能得到一个 
态，它描述单个电子而不归一化）。换言之，我们有时可 tiiiy 数学上人为的“态"，这种人为 
的“态”可能仍然有用，或许作为某些计算过程的中间阶段可能是有用的。 

我们已经告诉你们许多有关量子力学算符的例子。我们已有了转动算符沒,(0),它作 
用于状态就产生一个新态，从转动后的坐标系来看.新的态就是原来的态。我们已有了 
宇称(或反演）算符它通过将所有的坐标反向来得到新的态。我们对自旋1/2粒子已有 
算符匕 、 和 #«。 

算符九在第17章中是根据小角度 < 的转动算符来定义的 

^ A () = l + (20.5) 

当然这意味着 

犮山 ） I W =1必〉+士丄 I 0〉. (20.6) 

在这个例子中，九是把态丨^〉转动一个小角 f 后所得的态减去原来的态后再乘以 A / i <。 
它代表的态是两个态之差。 
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再举一个例子。我们有一个算符 A —称为动量算符 U 分量），由类似 (20. 6>的式子 
定义。如果方 “ L ) 是使一个态沿工方向移动距离 L 的算符，则定义为 

D ,(8) = l + 4- SP *. (20.7) 

式中8是一个小位移。将状态|分>沿 J ： 移动一小距离 S 得出一个新的态我们说这一新 
态比原来的态增加了一点新的东西 

I </>)■ 

我们所讨论的算符作用于像这样的态矢置上，而丨0是物理状况的抽象描述。 
它们与作用在数学函数上的^算符大不 相同。 例如， d / ic 是一个算符，它作用于 
/( X )使 /( x > 变成一个新函数 /( I ) = d // dx 。 另一个例子是代数算符 V 2 。你们可以看 
出为什么在两种情况下使用相同的名词。然而你应当记住这两类算符是不同的。量 
子力学算符 A 不作用于代数函数上，而作用于丨以那样的态矢量上。不久你们就会看到 
两类算符都用于 M 子力学中，而且常用于相似类型的方程中。当你们初次学习这一课 
题时，最好一直记住这些差别，以后对这课题比较熟悉时，你们就会发现保留这两种算 
符之间的明显区别并不是很重要的。的确如此，你们会发现大多数教科书对这两类算 
符通常使用相同的记号。 

我们现在接下去看看用算符能做些什么有用的 事情。 但是，首先有一点要特别注意，假 
设我们有一个算符对于某基础态的矩阵为 A ., A U >。 态 A 丨0又在另一态中 
的振幅为这个振幅的共轭复数是否有意义呢？你们应该能够证明 

(.* I A | 0) - = <^| A ' |多>, (20.8) 

式中乂、读作 “ A 剑号 "） 是一个算符，其矩阵元为 

K = ( A ,,)". (20.9) 

为了得到 Y 的 ) 元索，你们可以先求 A 的）， i 元索（要颠倒一下 指数〉 ，再取它的复数共 
轭。态>^10处于中的振幅为态乂丨0处于 I # 中的振幅的复数共轭。算符1称为 A 
的“厄米伴随”。置子力学中的许多重要算符都具有一种特殊的性质，即当取它们的厄米伴 
随时仍回到原来的算符。若后是这种算符，则 

B f = B. 

我们称这种算符为“自伴”算符或"厄米”算符。 

§20-2 平 均能量 

到目前为止，我们主要是使你回忆一下已经知道的东西。现在我们想要讨论一个新问 
题，如何求一个系统——譬如一个原子一的平均能量?如果一个原子处于某个确定能董 
的特殊状态，并且你去测量这个能量，则你将得到一个确定的能量 E 。 如果你继续重复测量 
所有选定、处在相同状态的每一个原子，则所有测量结果都将是£,你多次测量的“平均”当 
然也就是 E 。 
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但是，现在如果你对某个非定态 IW 进行测量，那么会发生什么情况呢？既然系统没有 
确定的能量，因此一次测量将给出一个能量，对处于同样状态的其他原子所作的相同测量将 
给出不同的能置，等等。对整个一系列的能量测量求平均，你会得出什么呢？ 

通过把态10投影到一组具有确定能量的态上，我们就能回答这个问题。为了提醒你这 
是一组特殊的基础态，我们将这些态称为丨7,>。态丨7.〉中的每一个都有确定的能量，在这 
个表象中， 

I < P ) = E C - I V ->- (20.10) 

当你进行一次能量测量并得到某数值 £, 时，你会发现系统处于态丨 7 ,>。但是对每一次测 
最，你可能得到不同的数值。有时得到&.有时得到 E :, 有时为£ 3 ,等等。观察到能置 E , 
的概率就是该系统处于状态的概率，这当然就是振幅 C , = < 7 , | 0的绝对值的平方。 
找到各个可能的能置 E . 的概率为 

p , =i q r . (2 o . il ) 

这些概率与整个一系列能量测量的平均值有何关系呢？设想我们得到这样一系列的测 
最 结果: E , , & , E „ E l0 , , E 2 , E 3 , E , , E « , E , 等等； 我们继续测置，臂如说测 

M 了 1 000次。当我们测完后，把所有的能置相加并用1 000去除，这就是我们所说的平均。 
把所有的数加起来也有一条捷径。你可以把得出 E , 的次数加起来，臂如说为/ V ,,然后把得 
出&的次数加起来，称之为 JV :, 等等.所有能置的总和必定为 

平均能 tt 为此总和除以测 M 的总次数，总次数就是所有之和，记为 N , 

E N - E - 

E^ m = — . (20.12) 

我们已相当接近答案了。我们所指的发生某事的概正是我们期望发生的次数除以 
总的测试次数。对于大的 N , 比值 / V ./ N 会非常接近于 />., 即非常接近于找到态丨巾〉的概 
率； 由于统计涨落,不会严格地等于 P .。 让我们把这预测（或期望）的平均能量记为 
〈£〉平均，则有 

< E > ¥ « = - (20.13) 

同样的论证适用于任何测置。测量的量 A 的平均值应等于 

〈 A> 平均 = gP.A “ 

式中人是被观察量的各种可能值,是得到该值的概率。 

让我们回到最子力学状态 I 以，它的平均能量为 

<£：>»„ = 2 I C , l l E . = 2 C * C ' E <- (20.14) 

注意这里的奥妙！首先，我们将该和写为 
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E<^l I - (20.15) 

其次，把左边的当作公“因子”，我们可以把这个因子提到求和号外面，并把它写为 

<01 (S I 7.>£.<>?■ I 0>}. 

这个表示式具有下列 形式： 

<^1 

这里1彡> 是由下式定义的某个“虚构"的 态： 

| 多〉=^； | 7 .>£_4 | 分〉. (20.16) 

换言之，如果你按数董 E . 〈 9 , | 必选取各个基础态 I ，〉，你就得到这个态。 

现在回想一下态1 7 ,>是什么意思。它们假定是定态——所谓定态我们的意思是对每一 

个态 

I ，> = 7.〉. 

因 E , 只是一个数，所以上式右边与丨 7 .>£：,相同，因而式 (20. 16> 中的求和与下式一样， 

2 /? I 7>〉〈7. I 必〉. 

| 

现在 i 只出现在缩并为1的熟知的组合中，所以 

2 /? I I ^ S I \ </>) = d \ </>)■ 

( i 

真是奇迹！式 (20.16) 与下式 相同： 

I 0 = P U >. (20.17) 

态的平均能量可以非常优美地写为 

〈£〉▼均=〈分 | /? I 4 ，). (20.18) 

为了得到平均能量，就用 A 作用于|0>上，然后再乘以 QI , 结果很简单。 

我们所得到的求平均能置的新公式不仅漂亮，而且也很有用。因为现在我们一点也不 
必提及任何特定的一组基础态了。我们甚至没有必要知道所有可能的能级。当进行计算 
时，我们需要用某组基础态来描述我们的态，但是如果我们知道了对于这组基础态的哈密顿 
矩阵 H ,,, 我们就能得到平均能量。式 （20. 1 S ) 表明，对任何一组基础态丨《_>,平均能量可以 
由下式求得 

<£〉 m = S<^l «><*' I /? I »<> I 0>. (20.19) 

y 

式中振幅 01 /? lj > 就是矩阵元 H „ 0 

让我们对具有确定能量的态 | i 〉 这种特殊情况来检验一下这个结果。对这种态， /)!；) = 
E , b _>, 所以〈:丨 I j ) = Ejdo , jffi 


<£%* = E<^l OE,S.,0 I >!>) = De ( <^|«X«|^>, 

V » 
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这一表示式是正确的。 

顺便指出，式 (20. 19) 可以推广到其他物理量测量上，只要这些量可以用一个算符来表 
示。例如, L 是角动量 I •的 z 分量算符。态的 z 分量平均值为 

= {ip \ L, \ l/l). 

证明上式的一种方法是,想象某种情况，其能量正比于角动量。于是所有的论证用上述相同 
的步骤进行。 

概括地讲，如果一个物理可观察量 A 与一个适当的量子力学算符乂相联系，对态|0>来 


说 A 的平均值为 

〈■ A 〉 ▼均= (0 1 A | ip ). 

(20. 20) 

我们说这个式子表示 

A 手均=〈必丨#〉• 

(20.21) 

而 

| ^) = A | 0>. 

(20.22) 


§20-3 原子的平 均能置 



假定我们想要知道一原子处在由波函数 〆 r > 所描述的状态的平均能置，我们怎样去求 
呢？首先让我们来考虑一维的悄况,此时态由振幅 〈: t = 来定义。我们要求用 

坐标表象的式 (20. 19) 的特殊情况。依我们常用的步骤，我们用和 k '〉 来代替态和 
U 〉， 并且把求和改成积分，得 

<£% 均 = JJ<^ I x)(x I f) I x')(x' I 0>dxdr ， . 

如果愿意，我们可将这积分写为 

J<vH x><x I ⑽， 

而 

<x I ^) = J(x I I x'){x I 4>)Ax'. 

式 (20. 25) 中对 : r ' 的积分与第 16 章中式 (16. 50) 及 （16. 52) 的积分相同，并且等于 

因此有 

<X I ^> = |— ^ J ^( x ). (20.26) 


(20.23) 

(20. 24) 

(20.25) 


记住〈^丨4 = Or 丨 W =0-( x ), 利用这一等式，式(20.23〉中的平均能量可写成 
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<£>,均= >• ( x ) 卜 £ £f + V ( x ) )^( x ) dx . (20.27) 

给定波函数 V & U ), 你就可通过完成这个积分而得到平均能量。现在你可以开始看出从态矢 
量的概念发展到波函数概念是怎样来回变换的。 

式 (20. 27) 括号中的量是一个代数算符《，我们将其 写成& 

嘉+則. 

用这种记号，式 (20. 23) 变为 

< E >^ = |0-( x ) ^^ x ) dx . (20. 28) 

这里所定义的代数算符$当然与置子力学算符 P 不同。 新算符作用于位置函数 
! p ( x ) = { x \ Ip ) 以给出一个； T 的新函数 4(: t ) = 〈> r 丨#>,而//作用于态矢置|^〉给出另一态 
矢量10,根本不涉及坐标表象或任何特殊表象。即使在坐标表象中，穿和 P 也不严格相 
同.如果我们选定在坐标表象中进行计算,我们将以矩阵 〈: cl /? 1/>来解释合， U \ d \ x ) 

以某种方式取决于两个“指标 、和/ ，即按照式 （20. 25), 我们期望 〈 x | i »> 通过积分而与所 
有的振幅 〈 t |^〉 联系起来。另一方面，我们发现>是一个微分算符。在 §16-5 中我们就已 
得出 〈刊 H 和代数算符砻之间的联系。 

我们应对我们所得的结果作一限制。我们业已假定振幅 0 U > = <x U ) 是归一化的。 

这个假定的意思是指标度的选取应使 


所以，发现电子在整个 x 区域内的概率是1。如果你用了未归一化的 0 U ) 来计算，则应当 
写成 

\i/i' (x) 0(x)dr 

< E > t « =L - . (20.29) 

J^* {x)^x)Ax 

结果相同。 

注意，式 (20. 28) 与式(20.18〉在形式的相似性，当你使用 : r 表象时，这两种描写相同结 
果的方式是经常出现的。使用任何一个辱墚算符乂，你就可以从第一种形式转变到第二种 
形式。所谓局域算符，是一个在积分 

I A I x'){x I 必〉 dx’ 

中可以写成的算符，这 里乂是一个微 分代数算符。但是，有的算符就不是这 样的； 对 
于这种算符，你必须用式 (20. 21) 和 (20. 22〉的基本方程。 



• •■算 符” VU ) 表示“用相乘"。 
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你们可以很容易地把这种推导推广到三维的情况，结果为" 

< E 〉 平均= ( r ) if ^( r ) dVol , (20. 30) 

而 

=^ V 2 + V ( r ), (20.31) 

并且要知道 

J I 4 , | l dVol = 1. (20.32) 

同样的这些式子可以直接了当地推广到具有几个电子的系统上去，而这里我们不再费心去 
写出这些结果。 

应用式 (20. 30), 即使我们不知道原子的能级也能计算原子态的平均能量，我们所需要 
的只是波函数。这是一个重要的规律。我们将告诉你们一个有趣的应用。假定你们想知道 
某个系统的基态能量——譬如说氦原子，但因变置太多,所以由解薛定谔方程来求波函数太 
困难了。然而,假如你猜一下波函数——随便挑选一个函数一而计算其平均能 S 。 这就 
是说，如果原子真的处在用这个波函数所描述的状态，则你们就可用式 （20. 29) ——推广到 
三维情况——求出平均能置。这个能置肯定比基态能世高，因为基态能量是原子所可能具 
有的敁低能现在选取另一个函数并计算它的平均能《。要是它低于你第一次选取的 
波函数所得到的能 M , 它就比较接近真正的基态能 ft 了。如果你继续试用各种人为的状态， 
你就可能获得越来越低的能鼉，它越来越接近基态的 能量。 如果你很聪明，你会试用某种具 
有几个可调参 M 的函数，所算得 的能* 将以这些参置来表示，通过改变这些参置来得出最低 
的可能的能 M , 你试了整个一类 函数。 你终于发现，要得到更低的能置将越来越困难，并且 
开始相信巳经相当接近 最低的 可能能鼉了。 氦 原子就是用这种方法解出的一不是解一个 
微分方程，而是造出一个具有许多可调参量的特殊函数，通过选择这些参》嵌终得出平均能 
* 的 M 低可能值。 


§20-4 位置算符 

原子中电子位置的平均值是什么呢？对任何特定的态坐标 X 的平均值是什么呢？ 
我们将计算一维情况，而由你们自己把这种概念推广到三维情况以及多于一个粒子的系统。 
设有一以描述的状态，我们一次又一次地不断地测董 I ,平均值是什么呢？它是 

式中 P ( x ) dx 为在； T 处的小范围 dx 内找到电子的概率。假定概率密度 PU ) 随: r 的变化 
如图 20-1 所示，则此电子最可能在曲线的峰值附近被发现。 x 的平均值也在靠近峰值附近 


• 我们把体积元写成 dVol 。 当然，它就是 dxdyd *, 而对所有3个坐标积分都从 _ oo 到+ 00 。 

•• 你也可以这样来考虑，你选用的任何函数（即态）都可写成具有确定能 B 的基础态的线性组合。既 
然在此组合中存在最低能 最的态 与许多较高能量的态的混合，則平均能置就要比基态能置高。 
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的地方，实际上，它就是曲线所围面积的重心 
(位置)。 

早先我们已看到 PU ) 就是丨 ^( x ) I * = 
0- (x)4 ， (x), 所以我们可以把对 x 的平均写成 

〈; r > 科 = JV U)xi ， (,x)Ax. (20. 33) 

我们所得的的式子与式 (20. 28) 有相同 
的形式。对于平均能量，能量算符&出现在两个4 
之间，而对于平均位置，正好是（如果愿意，你 
可以把 x 当作一个“用 I 相乘”的代数算符。）我们 
可以把这种对比再加引申，用与式 （20. 18) 相应的 
形式来表示平均位置。假设我们写出 



〈■ r 〉 料 =<^ I o > 


(20. 34) 


然后看看是否能找到这个产生状态 la > 的算符 f ,以使式 （20. 34) 与式 （20. 33) 相一致。这 
就是说，我们必须找到一个 U 〉， 使得 


I a> = (x)r«i = I x)x{x \ i/i)dx. (20. 36) 

首先，把 Qla 〉 在 i 表象中展开，它为 

<0 I a> = |<0 I x)(x I o>dx. (20. 37) 

现在比较上面最后两式的积分，你们看到在 i 表象中 

〈x I a〉 = x{x I i/i). (20. 38) 

将玄作用于1以上以得到 la >, 相当于用: c 乘 vft ( x ) = (x | ^)以得到丨 0 >。这样， 
我们就有了在坐标表象中的定义 

[我们并没有费心去设法得出算符 f 在： t 表象中的矩阵。如果你有兴趣，你可设法证明 
(x | x | x') = xh(,x — x') , (20.39) 

那么你能得到令人高兴的结果 

x | x> = X | (20.40) 

算符$具有有趣的性质，当它作用于基础态时，它相当于用 z 相乘。] 

你想要知道: T 2 的平均值吗？它为 


• 式 (20. 38) 并王意味着 I «> = I I'必。你们不可以把 U 丨当作••因子”提出来，因为在前面的 
乘子 x 是 一个数 ，它5各个态 < ； r| 都是不同的，它是电子在态丨： r> 中的坐标值。参看式 (20. 40 )。 
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或者，如果你喜欢，可以写为 
并且 


JV (,x)x 1 4 ， {x)Ax, 

U ， > = £ , |0>. 


(20.41) 


(20.42) 


这里的意思是:？ ••£ —两个算符一个接一个地使用。有了第二种形式，你就可以用 
你想用的任何表象（基 础态〉 来计算 〈 PSe 。 如果你想计算 ： r _ 或任何 I 的多项式的平均 
值，你会知道如何去求。 


§20-5 动 置算符 


现在我们要计算电子的平 均动绿 —仍限于一维的情形。设 P ( p)dp 为测得动量在/> 
到/ •+(!/> 之间的概率。于是 

< P > w », =\ pP (. p ) dp . (20.43) 

现在设〈/>10 为态在确定动置的态 I/O 中的振幅.这就是我们在§ 16-3 中称为 〈动 置/>10的 
振幅，它是/>的函数，就像是 t 的函数一样。在该处.我们选取归一化的振幅，使得 

P (. P ) = zhi \< P \*> I *- (20.44) 

于是我们有 

( P)wm = P ) P<P \ >!>) 2^. (20.45) 

这个形式和 〈: rhg 非常相似。 

要是我们愿意，我们完全可用求 〈 xkg 同样的方法来处理。首先,我们可以把上面的积 
分写成 

J <0 I P)<P I P ) 2^- (20. 46) 

你们现在应该看出，此式就是振幅<01矽的展开式一用确定动量的基础态来展开。由式 
(20. 45), 态 | 於在动置表象中由下式定义 

(/ > I /3> = p{p I </>)■ (20.47) 

这样，我们可写出 

</>>?«. = (20.48) 

并且 

\P) = P \ </>>, (20.49) 

上式中算符 f 是根据/>表象而由式 (20. 47>定义的。 

[再者，如果你愿意，可以证明多的矩阵形式为 




第 20 章算 符 | 325 

{ P \ P \ P ') = PS ( P - P '), (20.50) 

而 

P \ p ) = P \ p ), (20. 51) 

结果与 x 的情况相同。] 

现在出现了一个有趣的问题。虽然我们能像我们对式 (20. 45) 和式 (20. 48) 所做的那样 
来写出 < P 〉 T 均 .并且知道算符多在动晕表卑中的意义.但我们应如何在坐标表象中解释 P 
呢？就是说，当我们有了某个波函数 4(： r ) 而想要求其平均动量必须知道什么。明白地讲， 

如果 〈/ 由式 (20. 48) 给出，我们可以根据动量表象将该式展开而回到式 （20. 46)。如果 
我们给出了态的/>描述一振幅 < pl 0>, 它是动置 P 的代数函数——则我们可以从式 
(20. 47) 得到〈/>1/9〉，再进一步算出积分。现在问 题是： 倘若我们给出了态在 r 表象中的描 
述，即给出了波函数 ^( x ) = <x I 0). 那我们怎样处理呢？ 

我们首先将式 (20. 48) 在 x 表象中展开，它为 

ip ) w <» = I I p ) Ai . (20. 52) 

然而，我们需要知道在 z 表象中态是什么，如果我们能求出它，就可算出此积分。所以我 
们的问題在于求出函数饵 x ) = <x | 於。 

我们可用下面的办法求得它。在§ 1 6 _ 3 中我们已知〈/>1於与於的关系.根据式 (16. 24) 

</»|^>= Je -^ / *< x |^> clr . (20.53〉 

如果我们知道了〈/>0〉.那就可由此 式解出 0 t | 妁。当然.我们所希望的是以某种方式将结 
果用 〆 d = 0 tlvfr > 表示出来 4(:0 是假定巳知的。假设我们由式 (20. 47) 开始，再次利用式 
<16. 24) 后写出 

(p \ P ) = p{p I >!>) = p ^ t ~ ， mn ^( x ) Ax . (20. 54) 

既然上式是对 x 积分，就可以把 P 放到积分号里去,并写为 

(P \ 的= \ t ' t ' n p ^( x ) Ax . (20. 55) 

把此式与式( 2 0. 53 )相比较，你们会说等于 /^ U )。 不.不对！波函数 
仅与 I 有关，而与/>无关，这就是整个问题之所在。 

但是，某个机灵的人发现式 (20. 55) 中的积分可用分部积分法来进行。 e — _ 〃对 x 的微 
商是（一 i / Mpe —— '所 以式 (20. 55) 中的积分等于 

- + J 差“令〜糾如. 

如果进行分部积分，它成为 
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只要我们讨论的是束缚态,所以当 x == 士 oo 时趋向0,则括号内就为0,因而有 

</> I /3> = + JV '** 7 * ^ dx . (20.56) 

现在把这结果与式 (20. 53) 比较，你们看到 

<x | ^> = 4 ^,</>(. x ). (20. 57) 

至此,我们已有了能完成式 (20. 52) 积分所必需的关系式。答案为 

</>〉¥_= JV + £^( x ) Ar . (20. 58) 

我们求得了式 (20. 48) 在坐标表象中的形式。 

现在你应开始看出一个有趣的图式展开。当我们问及态 I 必的平均能*时，我们说它是 

〈 £ 〉，均 =<^ I #>,M I #> = /? I 0) - 

在坐标表象中同样的事件被写为 

( E) ¥v = ( xWU ) Ar , 而 Wx ) = ^^( x ). 

式 中砉为 作用于 x 的函数的^算符。当我们问及: r 的平均值时，我们发现它也能够写成 

〈• r > 平_ =〈0 | <»〉，而丨 a 〉 = £ I 0〉. 

在坐标表象中相应的方程式为 

<:>料 = JV (:) o (:> dx , 而 0 (:) = x ^.( x ). 

当我们问及/>的平均值时，我们写成 

〈沪>乎均=<^ I / J>,ifo I / J ) = p I 
在坐标表象中其等价的表示式为 

〈/>〉¥«= ]^(1)尹(1)(11：，而沒(1) = + ^>( x ). 

在上面3个例子中，我们都从态|0>开始，由量子力学算符产生另一个（假设的）态。在坐标 
表象中，我们将代数算符作用在波函数 〆 ：《：)上来生成相应的波函数。有如下一一对应关系 
(对一维问题〉： 

汾 一 ⑴， 

£ 一工， 


(20.59) 




在这个表中，我们对代数算符 （ A / i )3/9; r 引入符号 

^. = (20. 60) 
I OX 

我们对&加上下标 I 是为了提 S 你们，我们只是与动置的 I 分量打交道。 

你们很容易地把这结果推广到三维的情况，其余两个动置分置为 

如果懕意，你们甚至可以想到矢置动置的算符,并写为 

# 一多 =+(•* 砉 +*, 悬 +* •垚) . 

式中及为3个坐标方向的单位矢置。如果我们写成如下形式,则看起来更为漂亮， 

p ―►乡 =+▽. (20.61) 

总的结果是 ：至少 对某些置子力学算符，在坐标表象¥有相应的代数算符。我们把到目 
前为止所得的结果一推广到三维情况一总结列入表 20-1 中。对每一个算符，我们有两 
个等价的形式 

\*)= A \4>) (20.62) 

或 

^( r ) = si ^( r ). (20.63) 

现在我们举一些例子来说明这些概念的应用。第一个例子就是指出#和砻之间的关 

• 在很多书中.对 A 及 i 使用相同的符号，这是因为它们都代表相同的物理置，而且也因为写成不同 
的字母不方便。你们通常可以从上下文知道该用 W —个。 
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系。如果使用多 ^ 两次，则得 

这就意味着我们能够写出等式 

^ = 土 lH + #A + Hl+V(r), 

或者用矢量符号,上式为 

jf = - L ^. 9+ V ( r ). (20.64) 

cm 

(在代数算符中，任何没有算符符号 r > 的项就表示直接相乘。）此式很妙，因为要是你还没 
有忘记经典物理，就很容易记住它。每个人都知道（粒子的）能量（非相对论性）就是动能 
P l /2 m 加势能.而砻是总能董算符。 

这结果给人们留下了很深的印象，所以他们在教学生量子力学之前，试图教给学生的都 
是经典物理学。（我们的想法不同！）但是这种类比常常引起误解。举个例说，当使用算符 
时，各种因子的顺序很重要,但在经典方程式中却不是这样的。 

在第17章中，我们根据位移算符用下式『参见式 （17. 27>]定义了算符 

I <!>') = 6,(8) I 0> = (1 + 士卢,8)1 (20.65〉 

式中8是一&位移。我们应证明这个式子中的定义与我们新的定义是等价的。按照我们刚 
才所得出的，上式应与下式 

</>'(.x) = i/i(,x) + |^ • 8 

有相同的意义。但此式右边正好是 0(^ + 8) 的泰勒展开式，如果使态向左移动 8( 或将坐标 
向右移动相同的数 M ), 你所得到的无疑就是 + 所以多的两个定义相一致！ 

让我们用这个事实来说明另一些事情。假设有一群粒子处于某个复杂系统中，我们把它 
们记为1, 2, 3,…。（为了简便起见仍限于一维。）描述此状态的波函数是所有坐标 x ,, 而， 
…的函数。我们可把它写成 xm ,, …）。 现再将此系统(向 左〉 移动8,新的波函数 
4 f ( x x , X, , x 3 , •••) = 4- 8, x 2 -f 8, X, -f 5,—) 

可以写成 

. 工 2, X 3 , …） =0(x, , x t9 x i9 …） + {& 乾 + & 乾 + 8 "… }• 

( 20 . 66 ) 

根据式 (20. 65), 态|0>的动量算符(我们称其为昼动量）等于 

〜 = +{忐《+.. •卜 

但此式就是 

(20. 67) 
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动量算符也遵从总动量为各部分动量之和的规律。一切都很好地联系起来了，并且我们所 
讲过的许多事情都是相互一 致的。 


§ 20-6 角动量 


让我们随便看一下另一种运算一轨道角动量的运算。 在第17 章中，我们根据@,(多> 
定义了算符人，兵《(#)是绕 z 轴旋转角度#的算符。这里我们考虑只用一个波函数 〆 r ) 所 
描述的系统, 〆 》•) 只是坐标的函数,并不考虑电子是否有朝上或朝下的自旋。这就是说，我 
们想暂时不去考虑电子的内事角动置，而只考虑其轨道部分。为了区分清楚，我们称轨道算 
符为，并且根据转动无限小角 f 的算符由下式将它 定义： 


I </>) = (1 + 士 <£■) I 4〉. 

(记住，这个定义仅适用于不包含内在的自旋变量的态 IW , 它只与坐标 r = x , 2有关。） 

如果我们在一绕 z 轴转过小角 f 后的新坐标系中来看态|0>,我们所看到新的态为 


I </>') = ^.(() I <!>)• 


如果我们愿意在坐标表象中描写此态|0>——也就是用它的波函数 〆 （ r ) 来描写，我们 
可以把它写为 


〆(!•)= (1 + 士 <£■〆《：>. (20.68) 

L . 是什么呢？从图 20-2 可以看出,在新坐标系中 J ： 
和 w 实际上应是/和 y ,但我们把撇号省略了 ) 处的 
—点 P 以前是在 X — 以和^ + 一处。因为电子位于 
p 点的振幅不因坐标转动而改变,我们可以写出 
/(x, y, z) = !p(x — (y ， y + (X, z) 

= ^< x - >• z) ~^ d £ +(X %- 

(记住 f 为小角度。)这意味着 



L - = j{ x fy-yf x )- < 20 . 69 ) 


围 20-2 坐标绕 * 轴转动一小角度< 


这就是我们的答案。但是注意，它等价于 

L,=^y-y^,. (20.70) 

回到量子力学算符，我们可写为 

L. = ip, — yp,- (20.71) 


这公式很容易记忆，因为它很像经典力学中熟知的公式，即它很像 


L = rX p 


(20. 72) 
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的 z 分量。 

算符问题的一个有趣的方面是把许多经典方程转变为量子力学的形式。哪些方程并非 
如此呢？最好有一些不成立，因为如果每个式子都这样，则量子力学就没有什么区别了，也 
就没有新的物理学了。这里有一个式子就不一样，在经典物理中， 

工 P: — = 0 , 

在置子力学中它是什么呢？即 

XpM — pzX =? 

让我们在: T 表象中把它算出来。为了明确起见，我们代入某个波函数 〆 : r ), 于是有 

或 

注意微商作用于它右边的每个部分。我们得出 

X 4 g - Avfr ( x ) - - f'T =- (20.73) 

结果不为零。整个运算就等于乘以 _ A / i : 

x p , — p,x —— - r -. (20.74) 

假如普朗克常数为零，则经典结果和置子结果就会相同，那就不必要学 K 子力学了。 

顺便提一下，如果任意两个算符 A 和如下组合起来 

A^-BA 

而不为零时，则我们说“这两个算符不对易”，而像式 (20. 74) 那样的等式称为它们的“交换定 
则”。你可以看出 A 和:？的交换定则为 

P.y ~yp, = o. 

还有另一个与角动置有关的非常重要的交换定则，它为 

L,L,-L,L, = i*L.. (20. 75) 

作为练习，你可以用算符 王和多 自己来证明它。 

有趣的是在经典物理中也有不对易的算符。当我们讨论在空间中的转动时就已见到过 
这种情况。如果你把某物体，例如一本书，先绕 I 轴旋转 90°,然后绕 y 轴转90°,所得的结 
果与先绕轴旋转90°、然后绕 _ r 轴转90°的结果不同。事实上式 (20. 75) 的根源正是空间 
的这种性质。 


§20-7 平均值随时间的变化 

现在我们要向你们说明一些别的事情。平均值如何随时间变化呢？现在假定有一个算 
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符义，它本身并不以明显的方式包含时间.我们的意思是指 像：？ 或> 那样的算符。（我们不 
考虑像随时间而变化的某种外来势的算符，诸如 vu , <)。）现在我们计算在某态|少>的 
〈 A > ▼均，它为 

(A>,^ = <0 | A | ^). (20. 76) 

〈八“^与时间的关系怎样呢？它为何与时间有关呢？ 一个原因可能是算符本身明显地与时 
间有关一例如，如果它涉及像 VU , 0这样的随时间变化的势。但是，即使算符与时间£ 

无关，譬如说算符，其相应的平均值也可能与时间有关。粒子的平均位置当然可以移 
动。如果 A 与时间无关，这种运动如何由式 (20. 76) 得出呢？态 I 以可能随时间而变化。对 
于非定态，我们往往把该态写以明确地表示它对时间的依赖关系。我们要证明 
< A > T > S 的变化率是由一个称为 A 的新算符>给出的。记住 A 是一个算符,所以在 A 上加一点 
并不表示它对时间取微商，而仅为哲算符 A 的二种写法，其定义为 

f t <A) wtl = <^| A | 0>. (20.77) 

我们的问题是找出算符 i 。 

首先，我们知道状态的变化率由哈密顿给出，明确地讲为 

I vK0> = /? I ^(0>. (20. 78) 

这正是对我们哈密顿原来的定义的抽象 写法： 

i ^= 2 H .> C > (20.79) 

如果取式 (20. 78) 的复数共轭，它等 价于： 

1= <^(0 | f). (20.80) 

其次，看看如果我们将式 (20. 76) 对 r 求微商，其结果将如何。既然^与 t 有关，则有 

去 =( 去 〈0 I )A | + <0 | A I 0> j. (20. 81) 

最后，用 (20. 78) 及 (20. 79) 两式来代替上式中的微商，我们得到 

|< A >« =T , <^ 1 /?A AP \*)\- 

此式与下式 相同： 

将此式与式 (20. 77) 相比较，可看到 

^ - A/?)- (20.82) 

这就是我们感兴趣的表述，它对任何算 符乂都 成立。 
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顺便提一下，如果算符 A 本身就与时间有关，则必定有 

A = |(/?A - A^)+^- ( 20 . 83 ) 


现在让我们用几个例子来试一下式 (20. 82), 看它是否真的有意义。例如，什么算符与 
妥相对应？我们说，它应该是 

^ =!•(/?£ ~£ d )- (20.84) 

这是什么呢？找出其意义的一种办法是，用>的代数算符在坐标表象中把它算出来。在坐 
标表象中，对易式为 


朵 x - xSt = 卜 卜-十 ££^ +v (叫. 

如果把它作用在任意波函数〆: t〉 上，并算出所有的微分，经过简单运算，最后可得 



然而这正好与 



相同。所以我们得到 

d £ - £d =-•'$，， 


(20.85) 


或 



( 20 . 86 ) 


这是一个奇妙的结果，它意味着，如果 x 的平均值随时间而改变，则重心的移动等同于平均 
动量除以 m。 与经典力学完全相似。 

再举一个例子。一个态的平均动量的变化率是什么？同样处理。它的算符是 

i>=^dp~ ( 20 . 87 ) 

你仍然可以在：《：表象中运算。记住 这时# 变为 d/ir, 而且这意味着你将取势能V(在 砻中〉 
的微商——但 仅在& 的第二项中。结果这一项是唯一不被消去的一项，你得到 

^9-9 ^ =-i 
或 

p =-^. (20.88) 

又是经典的结果。式子的右边是力，所以我们已导出了牛顿定律！但是要记住——这些是 
关于算符的定律，只给出平均的量，它们并不描述原子内部运动的细节。 
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量子力学具有不等于王# 这一 本质上的差别，它们只差一点点一差一个很小的 
数值 I 但是所有如干涉、波动等等奇异复杂的现象都来自于王不完全为零这一点 
点事实。 

有关这个概念的历史也是很有趣的 。在 1926年的几个月时间里,海森伯及薛定谔各自 
独立地发现描述原子力学的正确定律。薛定谔发明了他的波函数 W _ r ) 并找到了他的方程。 
另一方面，海森伯发现自然界可以用经典方程来描述，只是 xp — At 应等于 A / i , 这结果可以 
通过用特殊的矩阵对它们定义而得到。用我们的话来讲，他使用了能量表象及其矩阵。海 
森伯的矩阵代数和薛定谔的微分方程都能解释氢原子。几个月以后，薛定谔就能证明这两 
种理论是等价的一如同我们在这里所看到的。但是量子力学的这两个不同的数学形式是 
各自独立地发明的。 
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关于超导电性的讨论会 

§21-1 磁场中的薛定谔方程 

这一讲只是供消遣的。我想用稍微不同的方式来讲这章——看看怎样解决问题。不要 
以为我在尽最后一分钟的努力教你们一些新东西.在这种意义上说，这章内容并不是整个课 
程的一部分。相反，我设想我在对程度较高的听众，对那些已经受过量子力学训练的人，就 
这个题目举行一次讨论会或作一次研究报告。讨论会和正规讲课之间的主要区别在于，讨 
论会的报告人不必给出所有的步骤，或者所有的数学运算。他只说 :“如 果你这样那样去做， 
这就是所得的结果"，而不给出所有的详细证明。所以在这一章里，我将始终叙述概念，并且 
只给你计算的结果。你应该认识到并不期望你立刻理解每一件书.但相信（或多或少）如果 
你完成了这些 fi , 就会算出这些结果。 

撇开这些不谈，以下是一个我 想要讲 的课题，这是 敁近的 、现代的，并且完全是一个正统 
的研究讨论班上的报告。我的题目是经典背屏中的薛定谔方程一超导悄形。 

通常，出现在薛定谔方程中的波函数只适用于一个或两个粒子。而且波函数本身并不 
是具有经典意义的某种东西一不同于电场，或矢势或这种类型的东西。单个粒子的波函 
数星一种“场”一从它作为位 h 的函数怠义上来说一但一般说来它并不具有经典的意 
义 r 然而，在有些悄况下，一个祉子力学的波函数的确具有经典意义，这就是我想要讲的。 
物质在小尺度范围内所特有的 frt 子力学行为，在大^范围通常感觉不到，除非在标准的方 
式中它得出牛顿定律一所谓经典力学定律。但是在某些悄况中， At 子力学的独特性能以 
特殊的方式在大尺度范围内呈现出来。 

在低温情况下，当一个系统的能 ft 减至非常非常低时，所牵涉的只是靠近基态的非常非 
常少的态，而不是大 a 的态。在这种情况下.基态的量子力学特征可以在宏观尺度上显示出 
来。这一讲的目的就是要说明 M 子力学与大尺度效应之间的联系——不是通常那种由 M 子 
力学平均而重新得出牛顿力学的讨论，而是一种特殊情况，在这种情况下，《子力学将在大 
的或“宏观”的尺度上产生它自己的特征效应。 

作为开始，我将使你们想起某些薛定谔方程的性质 • 。我想用薛定谔方程来描述一个 
粒子在磁场中的行为，因为超导现象涉及到磁场。外磁场用矢势来描写，而问题在于 ：在矢 
势的情况下量子力学的定律是什么？描述矢势悄况下的量子力学行为的原理是很简单的。 
有场存在时,粒子沿一定的路线从一处到另一处的振幅等于无场时沿同一路线的振幅乘以 


* 实际上我不是提醱你们.因为以 M 我并没有给你们说明过这些方程.但是别忘了这个讨论会的 
格神。 
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矢势的线积分乘上电荷除 以膂朗 哀常数•后的指数（见 
图 21-1): 

(b | a) eA ^, = (b I a> A -o • expj^J A - ds|. 

( 21 . 1 ) 

它是 最子力 学的一个基本 陈述。 

在没有矢势时.带电粒子的薛定谔方程（非相对论 
性，无自旋）为 

_f If = ▽). (乎 V )分+ 辦， < 21 - 2 ) 

式中#是电势，从而0是势能"。式 (21.1) 相当于下列陈 述：在 磁场中，哈密顿中的梯度在 
每一种情况下都用此梯度减去0来代替，所以式 (21. 2) 变为 

= 2 m (" f V_9A ) •(乎 ▽-#) 分 + g 〜， (21.3) 

这就是带有电荷9的粒子在电磁场 A 和 > 中运动的薛定谔方程(非相对论性，无自旋）。 

为了证明这是正确的，我想举一个简单的 例子： 我们有一列沿 z 轴不连续排列的原子. 

其间隔为6,当无外场存在时，电子从一个原子跳到另一个原子的振幅为 / T **。 按照式 
<21.1), 如果在: r 方向有矢势 f ) ,则电子跳跃的振幅将从原来的振幅改变一个因子 
expUWAVM ], 其中的指数是 i 9 /； i 乘矢势从一个原子到下一个原子的积分。为简便起见， 
我们令 U / MA , e / U ), 因为 A , 通常取决于1。如果将位于: r 的原子 “ n ” 处找到电子的 
振幅称为 C (_ r ) = C ,, 那么振幅的变化率由下列方程给出 

—乎 £ c (_ r ) = E t C ( x )- Ke ~ u , ^ ) C(x + b )- Ke * / i ^ C ( x - b ). (21.4) 

上式右边有3个部分。首先，如果电子位于 _ r 处，则有某个能量£。。像通常那样，它 
给出 & C (: r > 这项。 其次，存在 一 KCU + 6) 这项，它是电子从位于; r +6 处的原子 " n+r 
向后跳一步的振幅。但是这发生在矢势中，该振幅的相位必定按照式 （21. 1) 的规则移 
动。如果4在一个原子间隔范围内没有明显改变，那么积分可写为中间点的糸值乘上 
间隔6。所以 ( iq / h ) 乘积分正好是 6 /(_r + 6/2)。 因为电子是往回跳的，所以我已证明这 
种相位移动带一负号。这就给出了第二部分。同样地，存在从另一边跳过来的一定的振 
幅，但这时我们需用在 x 另一边距离6/2处的矢势，乘上距离6。这就是第三部分。总和 
即是在矢势中 x 处振幅的方程式。 

现在我们知道，如果函数 C (; r ) 足够平滑(我们取长波长极限)并且如果我们让原子靠得更 
近些.则式 (21. 4) 将接近于电子在自由空间中的行为。所以下一步是假定6很小，将式 (21. 4> 

• 第2卷 ， S 15-5。 

•• 注意不要与我们以前使用的关于状态的标记#相混淆。 

*•• K 与无磁场时线型晶格问题中称为 A 的屋相同。见第13章。 



團 21-1 沿路径厂由 <« 至 6 的振幅 
与 exp ( 对 ; A . 山）成正比 
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的右边以6的幂次展开。例如，若6为零,则右边正好是一 2 K ) C (: c ), 所以在零级近似下， 
能量为&一 2/(。接下来是含6的项。但是因为两个指数函数具有相反的符号，所以只剩下6 
的偶次幂。因此你如果把 C ( x ), /( or ) 和指数函数作泰勒展开，然后收集 V 的项，则得 

-|^ = EoC(x) 

— 2 KC ( x )- Kb 2 \C(x)~ 2if(x)C(x)~ \f\x)C{x) -f(x)C(x)\. (21.5) 

(“撇号”表示对 x 的微商。） 

这个令人讨厌的组合看起来非常复杂,但是在数学上它与下式严格相同， 

-4 9 -^ = (Eo - 2K)CU)-Kb 2 [£- i/(x)][^- i/(x)]c(x). (21.6) 

第二个括号作用在 CU > 上得 cru ) 减去 i / U ) CU )。 第一个括号作用在这两项上得 C " 项 
和含有/(1>的一次微商及 C (; r > 一次微商的项。现在记住，零磁场•的解代表一个具有有 
效质揪的粒子,由下式给出 

Kb 1 = 丄。 

如果令 E 。=-2 K , 并且代回/(_0 = < 9 //0八 1 ,你可以容易地验证式(21.6)与式(21.3)的 
第一部分相同。（势能项的来源是众所周知的，所以我不再把它包括在这个讨论中。）式 
(21. 1) 关于矢势以指数因子的方式改变全部振幅的陈述是与动最算符 （ A / I )▽用 

4 V-gA 

来代替的规则相同的，正如你在薛定谔方程式 (21. 3>中所看到的。 

§21-2 概率的连续性方程 

现在我转向第二点。单粒子薛定谔方程的一个重要部分是 ：在某 处找到粒子的概率由 
波函数绝对值的平方给出这一概念。从局域的意义上说概率守恒也是置子力学的特征。当 
在某处找到电子的槪率减少，与此同时在另一处电子的概率增加(保持总概率不变），其中必 
有某种事情发生。换言之，如果概率在一个地方减少，而在另一处增加，则在其间必有某种 
流动，从这个意义上说电子具有一种连续性。例如.如果你在其间加一道墙，它就会有影响， 
概率就不同了。所以仅仅概率守恒并不是守恒定律的完整陈述，正如仅仅说能量守恒并不 
像局域的能量守恒-那样深刻和重要。如果能量消失了，必定有相应的能量流动。同样，我 
们希望找出一种概率“流”，如果概率密度（单位体积内的概率）有任何改变，就可认为是由于 
某种流的流入或流出引起的。这种流应该是一个矢量，可以这样来理解这一矢量：其 I 分 
M 是粒子 在工方 向每秒通过平行于:平面的单位面积的净概率。沿 + x 方向通行的认为 

• § 13-3。 

•• 第2卷§27-1。 



第 21 章 经典情况下的薛定谔方 程：关 于超导电性的讨论会 | 337 

是正流，向相反方向通行的认为是负流。 

是否存在这种流呢？你们知道概率密度 P ( r , 可用波函数表示为 

P ( r , 0 = ^*( r , t )^ r , t ). (21.7) 

我现在问 ：是否 存在这样的流•/ 

聲 =-▽■•/? (21.8) 

如果我对式 (21. 7) 求时间的微商，就得到两项 

f = ( 21 . 9 ) 

现在对利用薛定谔方程一式 (21.3), 并取它的复共轭以得出 ay —每一个 i 都 
变号。你就得到 

寄 = - 如 . 2^(y V-,a) . (-f V-94^ + ^-0 

—^2 ^(—y V — qA ) • (— A \ . (21.10) 

势的各项和其他许多东西都可以消掉，而剩下的正好能写成一个完整的散度项。整个方程 
式就相当于 

f=- V - |2^'(f V - ，>4 )' 6 + ^(-f V - 9A V')- ( 21 . U) 

这实际上并不像它看起来那样复杂。它是一个对称组合^乘以对^的复种运算，加上^乘以 
对 y 的复共轭运算。它是某个《加上它自己的共轭 a 数，所以其和为实数一它本应如此。 

这种运算可以这样去记忆:它正好是动 ft 算符乡减的。我可以把式 (21. 8) 中的流写为 

J = ( 21 . 12 〉 

于是就有一个使式 (21.8) 得以完成的流 J 了。 

式 (21. 11) 表明概率是局域守恒的。如果一粒子在一区域消失，而且没有某种东西在中 
间流动，则它就不可能在另一个区域出现。设想最初的区域被一足够远的封闭面所包围，远 
到在该面上找到电子的概率为零。在此面内找到该电子的总概率为 P 的体积分。但是根 
据高斯定理，散度 J 的体积分就等于 •/ 的面积分。如果0在表面处为零，式 (21. 12) 表明 J 
亦为零，所以在曲面内找到粒子的总概率不可能改变。只当有些概率向边界靠近时，才会有 
—些漏出。我们可以说它只能通过表面而漏出一这就是局域守恒。 

§21-3 两类动量 

关于流的方程是相当有趣的，而且有时也带来不少困扰。你会把流想象为粒子的密度 
乘上速度那种东西。密度应是#•这种东西，这没有问题。式 （21. 12) 中的每一项看上去 
像是算符 


& -qA 


(21. 13) 
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的平均值的典型形式，所以多半我们会把它想象为流动的速度。看来似乎我们对速度与动量 
的关系有两种意见，因为我们也认为动量除以质量岁如应为速度。这两种速度相差一矢势。 

碰巧在经典物理中也发现了这两种可能性，动量可以用两种方式来定义^。一种称为 
“运动学动置”，但为了完全清楚起见，我在这章里称它为动量”，这是由质量乘速度而得 
到的动量。另一个（动 量) 是更数学化、更抽象的动量，有时称为“动力学动量”，而我将称它 
为“/>动董”。这两种可能性是 

mv 动量= mv , (21. 14) 

户动量 = wiv + qA. (21. 15) 

这表明在量子力学里，在存在磁场的情况下，与梯度算符#相关的是/>动量，所以得到式 
(21. 13) 是速度算符的结论。 

我想暂时离开本题，告诉你们所有这些是什么意思，为什么在量子力学里必须有某些像式 
(21. 15) 这样的方程式。波函数按照式 (21. 3) 的薛定谔 
方程随时间而变化。如果我突然改变矢势，波函 数在敁 
初的一刻并不改变，只有它的变化率改变。现在考虑一 
下在下列情况下将发生仆么。假定我有一长螺线管，在 
其中可以产生一磁场 （B 场〉的通最，如图 21-2 所示。 
同时有一带电粒子待在附近。假定该通被几乎在一瞬 
间由零增至某 个值。 我从芩矢势开始，然后加进一矢 
势。这意味笤我突然产生了一个周界矢势 A。 你还 
记得 A 绕一回路的线积分与穿过这一回路的 B 的通 
M 相同**。现在如果我突然加进矢势将发生什么悄 
况呢？根据 * 子力学方程, A 的突然变化并不引起0 
的突变，波函数仍是相同的。所以梯度也不变。 

但是记住，当我突然加进磁 通撤时 ，在电学方面 
发生的情况。在通贵上升的短时间内，就有一个电场 
产生，电场的线积分等于磁通量的时间变 化率： 

£=-替. (21.16) 

如果通量迅速变化，则此电场是极大的，同时它给该粒 
子一作 用力,该力为电荷乘电场。所以在通置增加的过程中，粒子获得一等于一私的总冲置 
(就是 mv 的变化)。换言之，如果你在电荷处突然加一矢势,则该电荷立即获得一等于一的的 
动置。但是有些东西并不立即改变，它就是 mv 和一94之差。所以当你突然改变矢势时，二者 
之和 P 七?4不改变。此最 P 就是我所说的 p 动量，在经典力学的动力学理论中它是一个 


• 例如，见 J . D . Jackson . Classical Electrodynamics . John Wiley and Sons , Inc . New York (1962) f 
P .408。 （中文 版:杰 克逊著，朱培豫译。 《经典 电动力学>.高等教育出版社 §6. 8,1978年6月第一版。 
1983年第四次印刷。——译者注） 

•• 第2卷第14章§ 14-1。 
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重要的量，但它在量子力学中也有直接的意义。它取决于波函数的特性，并且认为它与算符 

# = 4 v 

1 

是相同的。 

§21-4 波函数的意义 

当薛定谔最初发现他的方程时，他发现式 (21. 8〉的守恒定律是他的方程的结果。但是 
他错误地设想 P 是电子的电荷密度，而 J 是电流密度,所以他认为电子是通过这些电荷和 
电流与电磁场相互作用的。当他对氢原子解出了他的方程并且算得4时.他并没有计算任 
何事件的概率一那时还没有振幅——于是解释就完全不同了。原子核是稳定的，但是有 
电流在其周围流动，电荷 P 和电流•/将产生电磁场并将辐射光。他在解一些问题时立即发 
现结果不太正确。正是在这一点上玻恩对我们有关量子力学的观念作出了重要的贡献。玻 
恩根据概韦幅的概念正确地(就我们所知）解释了薛定谔方程中的 A 概率幅是一个非常难 
憷的概念,振幅的平方不是电荷的密度，而只是在某处单位体积内找到电子的概率，而且当 
你在某处找到电子时，电子的全部电荷就在该处。这整个思想都厲于玻恩的。 

于是原子里面的电子波函数 〆 》•)并不描述弥散的、具有平滑的电荷密度的电子。电子 
不是在这里，就是在那儿，或者别的什么地方，但是它无论在什么地方都是一个点电荷。另 
—方面，我们可以设想一种情况，在这种情况下大《粒子处于完全相同的状态，其中非常多 
的粒子都具有完全相同的波函数。然后怎样呢？它们中的一个粒子在这里，另一个在那里， 

在一给定地点找到其中任何一个粒子的概率正比于喊、但是由于存在如此多的粒子，所 
以如果我只看任何一个体积 dxdyck , 那么我通常将找到一’个接近抑_ < Lcdydz 的数。所以 
在大揪粒子都处于相同的状态，而4是其中每一个粒子的波函数的情况下，抑•可叫解释为 
粒子的密度。在这种情况下，如果每个粒子带有相同的电荷<?,那么.事实上我 g 以进一 
步把抑’解释为电荷密度。正规地说, W 只给出概率密度的量纲，因此4应乘9才给出电 
荷密度的置纲。^们现在的目的而言，我们可以把这个常数因子放到4中去，而把办^本 
身当作电荷密度。根据这种理解，•/(我们曾计算过的概率流)就直接变为电流密度了。 

所以在许多粒子都处于完全相同状态的情况下，波函数就可能有一种新的物理解释。 
电荷密度和电流密度可直接从波函数计算出来，且可把波函数的物理意义推广到经典的宏 
观情况。 

对于中性粒子也有类似的情形。当我们有了单个光子的波函数时，该波函数就是在某 
处找到光子的振幅。虽然我们一直没有写下光子波函数的式子，但是光子波函数也有一个 
与电子薛定谔方程相似的方程。光子的方程正好与电磁场的麦克斯韦方程组相同，并且它 
的波函数与矢势 A 相同。光子的波函数就是矢势。因为光子是没有相互作用的玻色子，许 
多光子可以处于相同的状态——正如你所知道的，它们毐欢处于同一状态，因此量子物理与 
经典物理是一回事。当有无数光子处于相同状态（也就是处在同一电磁波中）时，你就可以 
葺接测 S 波函数，即矢势。当然，在历史上沿另一个方向进行。最初的观察是对处于相同状 
态的许多光子的情况进行的，所以我们可以通过在宏观水准上直接动手观察波函数的性质 
来发现单个光子的正确方程。 
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对于电子，问题是你不能在相同状态中放进多于一个的电子。因此，人们长期相信，薛 
定谔方程的波函数决不会有一个类似于光子振幅的宏观表示。另一方面，现在认识到超导 
现象正是给我们显示出这种情况。 

§21-5 超导电性 


正如你所知，许多金属在低于某一温度(对于不同的金厲此温度也不相同）时就变为超 
导体当把温度降得足够低时，金属导电就没有电阻。这种现象已经在许多种（但不是全 
部)金属中观察到，而这种现象的理论引起了很多困难。为了了解超导体内部发生的情况曾 
花费了很长的时间，而就我们目前的目的而言我们只作适当的描述。原来这是由于电子与 
晶格中原子的振动间的相互作用，使得电子之间有一个微小的净有效吗引，结果使电子合在 
一起，如果非常定性和粗糙地讲，就是电子形成束 缚对。 

现在你知道，单个电子是费米粒子。但是一束缚对表现得像玻色子。因为，如果我交换 
一个对中的两个电子，我就两次改变了波函数的符号，这意味着我没有改变任何东西。因此 
一个对星一个玻色子。 

成对的能 M ——即净的吸引力一是非常非常弱的，只要有很小的温度升高，热骚动就 
能使这两个电子分开变回到“正常”电子。但是当你把温度降到足够低，以至它们尽可能进 
入绝对最低的能 M 状态时，它们就聚集成对。 

我不希望仵把束缚对想象成真像一个点粒子那样很紧密地结合在一起。事实上，了解 
这种现象的最大困难之一的根源就 在于唞 情并非如此。形成对的两个电子实际上散布在一 
个相当大的距离上，对之间的平均距离相对地小于单个对的大小。几个对在同一时间占据 
苒同一空间。关于在金 W 中电子形成对的原因以及在形成对时放出的能址的估计，这两者 
都是嵌近取得的成就。超导理论中的这个基本要点，首先在巴丁、库珀和施里弗的理论中得 
到了解释~，但这不是本章的主题。然而，我们将接受电子确实以这种或那种方式形成对的 
概念，并且我们可以把这些对想象成或多或少地表现得像粒子，因此我们可以谈论关于一个 
“对”的波函数。 

现在,这种对的薛定谔方程多少有点像式 （21. 3)。有一个区别是现在的电荷9为电子 
电荷的两倍。同时，我们不知道在晶格中对的惯性或有效质量，所以我们不知道对 m 要代 
入什么数值。我们也不应该认为如果达到很高频率（或短波长），这也是正确的形式，因为与 
极其快速变化的波函数相对应的动能可以大到使对解体。在有限的温度下，根据玻尔兹曼 
理论总有一些束缚对破裂。一个对破裂的概率正比于 exp (—没有被束缚在对中 
的电子叫做“正常”电子,它们以普通的方式在晶体内运动。然而，我将只考基本上是零度 
的情况——或者，无论如何，我将不顾那些由不在对中的电子所造成的复杂情况。 

因为电子对是玻色子，当一给定的状态中存在着很多电子对时，其他的对具有特别大的 


* 首先由开米林 - 昂尼斯 （Kamerlingh - Onnes ) 在 1911 年发现。 H. Kamerlingh - Onnes, Comm. Phys. 
Lob. Vniv. Leyden. Nos. 119, 120, 122(1911 )。 你可以在 E. A. Lyuton 所著的 John 

Wiley and Sons, Inc. , New York. 1962 中找到精彩的最新的讨论 0 

*• J. Bardeen, L. N. Cooper 和 J. R. Schrieffer, Phys. Rev. 108, 1175 (1957 )。 
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振幅进入同一状态。所以几乎所有的对都被锁定在最低能量的完全相同的状态——很不容 
易使其中一个对进入另一个状态。进入相同状态的振幅比进入未被占据的状态的振幅要大 
—个著名因子这里 n -1 是最低态的占有数。所以我们认为所有的对都在同一个状态 
中运动。 

那么我们的理论将会像什么呢？我将把^称为处于最低能量状态的对的波函数。但 
是，因为你•将要与电荷密度 P 成正比，我不妨把 V * 写成电荷密度的平方根乘上某个相 
因子： 

< P ( r ) = V^T (21.17) 

式中 ^和沒 都是 r 的实函数。（当然，任何复数函数也可以写成这 样。） 当我们谈到电荷密度 
时，我们的意思指什么是很清楚的，但是，波函数的相位的物理意义是什么呢？那么，让我 
们来看一看把 〆 》■>代入方程式 (21. 12) 时发生些什么，并且用这些 新变量 和<?来表示电流 
密度。它仅是变量的变换.我不想写出全部运算步骤，其结果为 

J = ^{ ve -\ A ) P . (21. 18) 

因为电流密度和电荷密度对超导电子气具有直接的物理意义，所以 和0两者都是实在的 
东西。相位就像 p —样是可观察 》. 它是电流密度 J 的一部分。绝对的相位不是可观察 M , 
但是如果各处的相位梯度知道的话，相位就知道了，除了差一个 i 你可以在一点上定义 
相位，并且各处的相位也就确定了。 

顺便提一句，当你把电流密度 J 想象为实际上是电荷密度乘上电子流的运动速度即# 
时，就能够把电流方程分析得更精细一些。于是式 (21. 18) 就相当于 

mv = hV 0 — qA . (21.19) 

注意 mV 动量有两部分，一部分是来自矢势的贡献，另一部分是来自波函数行为的贡献。换 
句话说，正好就是我们说过的 P 动 

§21-6 迈斯纳效应 

现在我们可以来叙述某些超导现象了。首先是没有电阻，之所以没有电阻是因为所 
有的电子都聚集在同一状态。在正常的电流中你可把一个电子或别的电子从有规则的 
电流中打出来，逐渐使整体的动量 退化。 但是在这里要使一个电子偏离所有其他电子的 
行为是非常困难的，因为所有玻色子都有进入同一状态的趋势。电流一旦产生了，就永 
远保持 下去。 

如果你有一块处于超导态的金属，并且加上一不太强(我们将不去详细地讨论到底有多 
强）的磁场，则此磁场不能穿过该金属，这现象也是容易理解的。如果你建立起磁场,其中有 
—部分磁场建立在金属内部，则会有一个产生电场的磁通量的变化率，而根据楞次定律，该 
电场会立即产生一反抗该通置的电流。既然所有的电子将一起运动，所以一个无限小的电 
场将产生足够的电流，以完全抵消任何外加的磁场。所以你如果将一金属冷却至超导态后 
加上磁场，则该磁场将被排除。 
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一个由迈斯纳通过实验发现的有关现象更为有趣 • 。如果你有一块处于高温的金属 
(所以它是正常导体），并且建立一穿过该金属的磁场,然后你把温度降到临界温度（这时金 
厲变为超 导体） 以下,磁场就被排除出去。换言之，金属中突然出现它自己的电流——其大 
小正好把磁场推出去^ 

我们可以在方程中看到关于产生这种现象的原因，我愿意来解释一下。假定我们取一 
整块超导材枓，在任何稳定情况下，电流的散度必然为零，因为电流无处可流。为方便起见 
我们选取使 A 的散度等于零。（我应该解释一下为什么选择这样的约定不会失去普遍性， 
但是我不想花这个时间。〉取式 (21.18) 的散度，则拉普拉斯算符作用于0等于零。等一等， 
请问彳的变化怎样呢？我忘记提及一个要点，由于在金属中存在原子离子的晶格，所以它具 
有一个正电荷背景。如果电荷密度^是均匀的，就没有净电荷和电场。如果在一区域内有 
电子的积聚，电荷就不会中和，在那里就有一巨大的排斥力使电子分离所以在正常情况 
下，超导体内电子的电荷密度几乎是完全均匀的一我可以取 p 为常数。唯一可使在金 
诚块内每一处皆为零的办法是为一常数。这就意味着/>动量对 J 没有贡献。于是式 (21.18) 
表明电流与^乘 A 成正比。所以在一块超导物质内的每个地方，电流必定与矢势成 正比： 

J =- P ^ A . (21.20) 

因为 <0和9有相同的（负）符号，而 又为常数，所以我可以设内如=一（某个正 常数） ，于是 
J =一（某个正的常数) A . (21.21) 

这个方程鏺初是由 H . 伦敦和 F . 伦敦^提出来解释超导电性的实验观察结果的，这是在了 
解此效应的 ft 子力学起因之前很久的事。_ 

现在我们可以把式 (21. 20) 用到电磁的方程中去以求关于场的解。矢势与电流密度的 
关系为 

( 21 . 22 ) 


(21.23) 


(21.24) 

现在我们试着解此方程求 A , 并且看看出现些什么细节。例如，在一维情况下式 (21. 23) 
具有形式为 e - 和的指数解。这些解表示当由表面深入到材料内部时，矢势必然指数式 
减少。(它不能增加，否则将是一个爆 炸。） 如果金属块比 1/ A 大很多，那么磁场只透入表面一 * •* *•* 


如果我对 J 采用式 (21. 21), 则得 

式中 A z 就是一个新常数， 


=—• 


V 2 ^ = A 2 A, 


A : = 


* W . Meissner and R . Ochsenfeld , Naturxviss . 21 . 787 (1933〉。 

•* 事实上，如果电场太强，对将破裂，所产生的“正常”电子将进入任何正电荷存在的区域，以使其中 
和。还有产生正常电子也需要能置，所以主要的一点是近乎均匀的密度^在能置上是非常有利的。 

*•* F . London 和 H . London , Proc . Roy . Soc . ( London ) A149. 71 (1935)； physics 2, 341 (1935)。 
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薄层一厚度约为 1/ A 。 整个内部的其余部分皆无磁场。如图 21-3 所示。这就是迈斯纳 
效应的解释。 



(») 0 >) 

BB 21-3 («) ffi 场中的超导 ® 柱体； （ b) 磁场 B 作为 r 的函数 


距离 A 有多大？记住 r 。 是电子的“电磁半径 ”（2.8 Xl ( T » C in >, 它由下式给出 



4 >f(o r « 


还得记住，式 (21. 24) 中的 9 是电子电荷的两倍，所以 

q _ 8 irr 0 
( 0 mc 2 

把户写成〜 N , 这里 N 是每立方厘米中电子的数目，我们有 

A 2 = SnNr 0 . (21.25) 

对于像铅这样的金厲，每立方厘米有3 X 10«个原子，所以如果每个原子只贡献出一个传导 
电子， 1 A 大致为 2 X 10- cm , 它给出了这个量的数量级。 

§21-7 通置的置子化 

伦敦方程 (21. 21) 的提出是为了说明所观察到的包括迈斯纳效应在内的超导电性实验 
事实。然而近来有.了更富有戏剧性的预言。伦敦提出的预言太奇特了，以至到最近才受到 
人们较多的注意。我现在来讨论它。假定这次我们不用一整块材料，而用一厚度大于 1 /A 
的 g , 如果开始我们加一穿过此环的磁场，然后使环冷却到超导状态，接着再移去原来的 B 
源,我们来看看在这种情况下会发生些什么。事件发生的先后次序画在图 21-4 上。在正常 
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态时环的体内将有场，如图 21-4 U ) 所示。当环成为超导态时磁场被迫排除在材料之外（正 
如我们刚才看到的）。还有一些通量穿过环中的孔，如图 （ b ) 所示。如果现在移去外磁场， 
穿过孔的磁力线将被“陷俘”，如图 （ c ) 所示。穿过中心的通量$不能减少，因为必须 
等于 E 绕环的线积分，而在超导体内这是零。当外磁场移去后，超导电流开始绕环流动以 
保持穿过环的通量为一常数。（这是旧的涡流概念，只是电阻为 零。） 然而，这些电流都靠近 
表面流动（至 1/ A 的 深度） ，同样可以用我们对实心金属块的分析方法来证明。这些电流能 
够使磁场保持在环体之外，并且产生一个永久的陷俘磁场。 




(b) 


(c) 




图 21-4 在磁场 中的环：处于正 常态； <b > 处于超导态外磁场移去后 


然而，现在有一个基本的区别，而且我们的方程预言了一个惊人的效应。上面我们所作 

出的在实心块中 g 必为一常数的论证,对环不适用， 
你可以从下面的论证看到。 

我们知道在环体内部电流密度 J 为零，所以由 
方程式(21.18〉得 

hV 9 = qA . (21.26) 

如果我们取 a 绕曲线 r 的线积分，该曲线在环的横 
图 21-5 超导环内的曲线 r 截面中心附近绕环一周，所以它绝不会靠近表面，如 

图 21-5 所示，我们来考虑在这种情况下得到些什 



么。由式 (21.26), 


)V d • ds = 


qOA • ds. 


(21.27) 


现在你已知道, A 绕任何回路的线积分都等于穿过该回路的 B 通量 

#4 • d * =屯 


式 (21.27) 变为 


| v ^- ds = 


(21.28) 
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一函数 梯度从一点到另一点(譬如从点1到点 2) 的线积分等于该函数在这两点的值之差。即 
| V 0 • As = Oi — d \. 

如果我们设此两端点1和2重合在一起，使积分曲线构成一闭合回路,起初你会认为 ft 将 
等于的，从而式 (21. 28) 中的积分将为零。对于一简单连接的超导体中的闭合回路，这是对 
的，但是对于一环状超导体它就未必正确。我们能够作出的唯一物理上的要求 是:每 一点波 
函跦只可能有一个偉。不论0绕环如何变化，当回到出发点时，你必须得到波函数的相同值 


•P = '/pe' 1 . 

若0改变是任意整数），就出现这一情况。所以如果我们绕环一整圈，式 (21. 27) 的左 
边必为 h . 2抑。 利用式 (21. 28), 得 


2 nnh = qd >. (21.29) 

陷俘磁通量必定总是 2 nh/g 的整数倍! 如果你把环看作为一个具有理想的完全(即无限大)导 

现的穿过该物体的通量将始终保留在那儿一任何数 
值的通 tt 能够完全被陷俘。但是超导的置子力学理论告诉我们通量只能是0, 2 nh / q , Uh / q , 
67 t / i / 9 等等，而无介于它们之间的值。它必然是一基本的量子力学单位的倍数。 

伦敦 • 预言被一超导环陷俘的通置是量子化的，并指出此通 M 的可能值由式 (21. 29) 给 
出，其中 <7等于电子电荷。按照伦敦的预言通置的基本单位应是约为 4 X 10 7 高 
斯•厘米 2 。为使这种通思;形象化，想象一直径为 0. 1 mm 的小圆柱，当它含有这样多的通擻 
时，内部磁场大约是地球磁场的百分之一。用一灵敏的磁测 M 装1应能观察到这一通 M 。 

1961年迪弗和费尔班克》在斯坦福大学寻找并发现了这一 M 子化的通 M , 差不多与此 
同时多尔和奈鲍尔在德国也发现了这一置子化的 通燉。 

在迪弗和费尔班克的实验中，超导体的细小圆柱是由1 cm 长的56号 (1.3 X 10 5 cm 直 
径〉 铜线电镀一薄层锡制成的。锡在 3.8 K 以下成为超导体，而铜仍为正常金厲。将该导 
线放在一可控的小磁场中，并将温度降低到锡变成超导为止，然后将磁场外源移去。你会预 
期由于楞次定律这将产生一电流，结果导线内部的通 tt 保持不变。这时小圆柱应有一与内 
部通 tt 成正比的磁矩。此磁矩可以通过导线在小圆柱两端的一对小线圈里面上下轻轻跳动 
(就像缝纫机的针一样，但其频率为100 H Z ) 而测得。线圈内的感应电压即为此磁矩的置度。 

当迪弗和费尔班克做这个实验时，他们发现通最是置子化的，但是其棊本单位只有伦敦 
所琿言的一半大。多尔和奈鲍尔得到相同的结果。起初这是十 

我们已了解为什么会那样了。根据巴丁、库珀和施里弗的超导理论，出现在式 （21. 29) 中的 
9是一电子@的电荷，所以它等于2 9 ,。基本的通量单位是 

< Po = — ^2 X 10- 7 高斯 • 厘米 1 (21.30) 


• F . London . Si < per // MiJ 5• John Wiley and Sons , Inc . , New York , 1950, Vol . I , p . 152. 

•• B . S . Deaver . Jr and W . M . Fairbank , Phys . Rev . Letter 7, 43 (1961). 

••• R . Doll 及 M . Nabauer , Phys . Rev . Letters 7, 51 (1961). 

•••• 昂萨格 ( Onsager ) 曾提出这是可能发生的 (Deaver and Fairbank,Ref 11), 虽然别人都不了解为什么。 
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或是伦敦所预言的数值的一半。现在一切都吻合了，并且测量表明在大尺度范围内所预言 
的纯量子力学效应是存在的。 


§21-8 超导动力学 

迈斯纳效应和通置量子化是关于我们一般概念的两个证据。只是为了完整起见我希望 
说明一下,从这个观点出发完整的超导流体方程将是怎样的一这颇为有趣。到现在为止 
我只把4的表示式代入电荷密度和电流密度的方程式。如果把它代入完整的薛定谔方程， 
就得出关于 p 和0的方程。因为我们这里有一个具有电荷密度^和不可思议的0的电子对 
的“流体”，所以看看能导出什么方程是很有趣的一我们可以试试，看一下对这种“流体”能 
得到什么类型的方程！所以我们将式 (21. 17) 的波函数代入薛定谔方程 (21. 3〉，并记住"和 
0是 x , y 和 z 的实函数。如果我们把方程的实部和虚部分开，于是就得到两个方程。为了 
把它们写成比较简洁的形式，可根据式 (21. 19) 写成 

V (9 -^A = v . (21.31) 

于是我得到的方程之一是 

|f = V • (21.32) 

因为#是 M 初的 J ，所以这刚好又是连续性方程。我所得到的另一个方程告诉我们6如何 
变化，它是 

嗜 一 fH + S { 去叫小 ( 21 - 33 > 

如果我们认为是“速度势"一除了应该是流体压缩能的最后一项具有对密度 P 的相当 
特殊的依赖 关系外，对流体力学 非常熟 悉的人(我相傖你扪中这种人不多)将会认 出《 这是一 
个带电流体的运动方程。无论如何,该方程 表明： 的变化率由动能项 mV /2.加上一势 
能项一 和另一附加项给出，该附加项包含因子 V ,我们可称之为“量子力学能”。我们已 
经知逬，在超导体内部静电力的作用将^保持得非常均匀，所以倘若我们只有一个超导区 
域，那么在所有的具体应用中，我们无疑可以忽略这一附加项。如果两个超导体之间存在一 
个边界（或者 (0 值可以急剧变化的其他情况），则这项就变得很重要。 

对于不很熟悉流体力学方程的人,我可以利用式 (21. 31) 用 v 表示0,从而将式(21.33〉 
重新写成物理意义更为明确的形式。对整个方程式 (21. 33) 取梯度，并利用式 （21. 31>以 A 
和 v 来表示我得到 

砮 U)-»X(VXiO-(v. ▽)»■ + ▽$ + 討 p . (21.34) 

这方程的意义是什么呢？首先，记住 

= E , (21.35) 
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其次，注意如果我取式 (21. 19) 的旋度.我得到 

VX v =--2 -VX A , (21.36) 

m 

因为梯度的旋度恒为零。但 ▽>< A 是磁场 B , 所以式 (21. 34) 的前两项可以写为 

^-(E + vXB). 
m 

最后，你应了解代表流体在一点的速度的变化率。如果你注意一个特定的粒子，它的 
加速度是 V 的舍微商（或者在流体动力学中有时称为“共动加速度"，它与 av/h 的关系•为 

no …( 21 . 37 ) 

这一额外的项也出现在方程式 (21. 34>右边的第三项中，把它移到左边，我可以将式 (21. 34) 

写成下列 形式： 

-sl«=^ +,, xb)+v (^-^4 (2i - 38) 

由式 (21. 36) 我们有 

VXv =-^ B . (21.39) 

这两个方程是超导电子流体的运动方程。第一个方程只不过是带电流体在电磁场中 
的牛顿定律。它说明流体中的每一个电荷为9的粒子的加速度来自于 ff 通的洛伦兹力 
9(E + vXB ) 再加上一个附加力，该附加力是某个神秘的 M 子力学势的梯度一除了在两个 
超导体之间的连接处外，该力不很大。第二个方程说明流体是“理想的”—— v 的旋度有零 
敗度 ( B 的敗度恒为零）。这意味着速度可以用速度势来表示。通常对理想流体我们写为 
▽ XV = 0,但是对于在磁场中的理想带电流体来说，应修改成式 (21. 39) 0 

所以，超导体内电子对的薛定谔方程给了我们一个带电理想流体的运动方程。超导电 
性与带电液体的流体动力学问题相同。如果你想解任何有关超导体的问题，你就应用这些 
对流体的方程[或用与其等价的一对方程式 (21. 32) 和式 <21. 33)], 并将它们与麦克斯韦方 
程相结合，以求得场。（你用来计算场的电荷和电流当然必须包括从超导体和从外源来的那 
些电荷和电流。） 

顺便说一说，我认为式 (21. 38) 并不十分正确，还应该有一个涉及密度的附加项。这新 
的项并不取决于量子力学，而是来自与密度变化有关的普通能量。正如在普通流体中那样， 

应该有一个^和^。的偏差的平方成正比的势能密度,这里内为未受扰动时的密度（它在这 
里也等于晶格的电荷密度）。因为存在与这个能量的梯度成正比的力，所以在式 (21. 38) 中 
会有另外一项，其形式为 ：（ 常数) ▽(/> — & 尸。这一项不能从分析中得到，因为它来自粒子之 
间的相互作用，而在应用独立粒子近似中我把它忽略了。然而,它正是我在定性分析中所提 


-见第2卷§40-2。 
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到过的力，那时我指出静电力趋向于使^在超导体内近乎保持一个常数。 

§21-9 约瑟夫森结 



我接下来想讨论一个很有趣的情况，它是约瑟夫森在分析两个超导体间的联结处可能 
发生些什么时注意到的^。假定我们有两个以一薄层绝缘材料相联结的超导体，如图 21-6 

所示。这种装 S 现在称为"约瑟夫森结”。如果绝 
|-|/ 缘层很厚，则电子不能穿过它，但是，如果绝缘层 

--屬零足够薄，则电子有相当的横跃过此薄层董子力学 

, 振幅。这不过是量子力学势垒穿透的另一个例 

超导体 子。 约瑟夫森分析了 S 种情况，并且发现应该出 

现许多奇异的现象。 

为了分析这种结，我将把在一边找到电子的 
J 振幅叫作办，而在另一边找到它的振幅叫办。在 

图 21-6 薄绝缘层限开的两个超导体 超导态，波函数办是所有的电子在一边的共同的 

波函数，而办是在另一边的相应波函数。我可以 
对不同种类的超导体来解这个问题.但是让我们取一个非常简单的情况，即两边为相同的材 
料，从而结既对称又简单。再有,我们暂时假设不存在磁场。于是这两个振幅应该有如下的 


丨方苦 = + Kip2 ， 

= + Kip'. 

常数 K 是结的一个特征常数。如果 K 为零，这两个方程只描述各个超导体具有能 M 
为1/的最低能 ft 状态。但是通过振幅两边有耦合，可从一边渗透到另一边。（它就是双 
态系统的“翮转"振 幅。〉 如果两边相同，则 LA 应等于我就可以把它们消去。但是现在假 
定我们把两个超导区域联至电池两端，使得结两边有一电势差 V 。于是 

U,-U：= qV. 

为了方便起见，我们可定义结的中央为能鼠的零点，则此两方程为 


i 方苦=夸办+叫 2 , 
i 方警=_ +从 


(21.40) 


这是两个量子力学态耦合在一起的标准方程。这次让我们用另一种方法来分析这些方 
程。我们作下述代换 


• B. D. Josephson, Physics Utters I, 251 (1962). 
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= Vp\^ x * 

02 = V^e^. 


(21.41) 


式中砍和 ft 是结两边的相位，而 p 和内是该结两边的电子密度。记住在实际应用中，0 
和内几乎完全相同且等于 A , A 为超导材料中电子的正常密度。现在如果你把这个关于 
A 和勿的方程代入式 (21. 40), 并且令每一种情况的实数和虚数部分分别相等，你就得到4 
个方程。为简单起见，设 （ ft —久 ）= 5, 则结果为 


p \ =+ 士 K y / p 2 p \ sin 8, 
p2 = >/ p2pi sin S • 


(21.42) 


d x 



e t 



(21.43) 


前面两个方程说明 A = —作。 “但是"，你说,“如果 p 和内皆为常数且等于作，则 h 和 
pz 必定都为零”。这种说法不完全对。这些方程并不是全部的情况。它们只说明如果不存 
在因电子流体与正离子背景之间的不平衡而造成的额外电力， AM 和外应该是 什么。 它们 

类。这个从边 i 到边 2 的电 

流就是|0|(或一 >2), 或 

J = ^V^sitxS. (21.44) 


该电流将立即对区域2充电。不过我们已经忘记了这两边是由导线联结在电池上的了，因 
为电流将流动以保持电势恒定,所以流动的电流并不对区域2充电（或对区域1放电）。这 
些来自电池的电流不包括在我们的方程中。当它们被包括进去时,/>, 和内 审实上并不改 
变，但穿过结的电流仍由式 (21. 44) 给出。 

既然和及内确实保持恒定且等于& ,我们令 ZKp 0 /h = Jo, 并写成 

J = Jo sin $. (21. 45) 


于是和 K —样,7。是表示这一特定结的特征数。 

另一对方程式 (21. 43) 告诉我们关于私和 ft 的情况。我们感兴趣的是用于式 (21. 45) 
的差5 = ft 我们所得到的是 

8 = Oz - O , =^, (21.46) 

这意味着我们可以写出 

5(/) =5o+fJv(/)d/, (21.47) 

式中 A 是 f = 0 时的5值。再记住 9 是电子对的电荷.即 9=2 9 e 。 在式(2〗.45> 和式 (2 U 47〉 
中，我们得到一个重要结果，就是约瑟夫森结的一般理论。 

现在来看看结果如何。首先，加一直流电压。如果你加上直流电压 V 。，则正弦的自变 
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量就变为 [& + (9/ A ) Vd ]。 因 A 是一个小的数量（与通常的电压和时间相比）,所以此正弦振 
荡相当迅速，并且没有什么净电流。（实际上，因为温度不为零，所以你会得到一个因“正常” 
电子的传导而形成的小电流。）另一方面，如果结上的电压为你反而能够得到电流！无电 
压时的电流可以是+/。 和一 之间的任何值（取决于 9? fi ) 0 但是若在结上试加一电 
压，电流反而趋于零。这种奇特的行为最近已在实验中观察 到*。 

还有另一种获得电流的方法一在直流电压上再加一个频率很高的电压。令 

V = V。+ T/COS (Ot , 

式中 p 《 v 。。 于是扣0为 

$0 " f * ^V Q t - f - —sin cot. 

对于很小的情形， 

sin(x 4 - Ax ) ^ sin x - f - Aa*cos x. 

对 sin <5 应用这一近似，得 

J = ■/ o [ sin ( 5 。+ jVV )+ 号 ^- sin £ u / cos ( tf 0 + 号 Vj )]. 

第一项平均为零，但是如果 

0» = -j[-Vo , 

则第二项不为零。如果交流电压正好为此频率，则应有电流。 夏皮罗 ••宣称已观察到这样 
—种共振效应。 

如果你査看一下论述这个题目的文章，你将会发现他们常把电流的公式写成 

J = Jo sin + - ds (21. 48) 

式中积分取为穿过结。写成这样的理由 
是，当存在穿过结的矢势时，要按照我们 
以前解释过的方式修改翻转振幅的相位。 
如果你一直追踪这一额外的相位，则得到 
上面的结果。 

最后，我想描述一个很富有戏剧性而 
又有趣的实验，它是最近完成的分别来自 
两个结的电流的干涉实验。在量子力学 
中我们都很熟悉来自两个不同狭缝的振 
幅干涉。现在我们来做两个结之间的干 
涉，它是由电流经过不同路径到达时的相 

• P. W. Anderson and J. M. Rowell, Phys. Rev. Letters 10, 230 (1963). 

*• S. Shapiro ， Phys. Rev. Letters 11,80 (1963). 
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位差异所引起的。在图 21-7 中，我给出了两个并联的不同结 “ a ” 和“6”。 P 端和 Q 端联至 
电学仪器上，它测量任何流过的电流。外部的电流 J e 是通过两个结的电流之和，设人和 
h 是流过两个结的电流，并设它们的相 位为良 和厶。无论你走这条或那条路线, P 和 Q 之 
间的波函数的相位差必定相同。沿着通过结 “ a ” 的路线, P 和 Q 之间的相位差为加上矢 
势沿图中上面路线的线 积分： 


厶相位 》■—} = & + A • ds . (21.49) 

为什么呢？因为 0 与 A 的关系为式 (21.26)。 如果你沿某一路线对该方程进行积分，则左边 
给出相位的改变，正如我们在这里所写的那样，它正好与 A 的线积分成正比，沿图中下面的 
路线相位变化可以类似地写为 

△相位 /■-<> =氐 + A • d *. (21.50) 

这两个相位差必须相等，如果我把它们相减.则得到5的差必然是 A 沿回路的线 积分： 


d t -S. = - ds. 

这里积分是沿图 21-7 中穿过两个结的闭合回路 r 。 对4的积分就是通过回路的磁通 M 。 
所以两个 《 y 之差为2 9 , A 乘上穿过回路的两支路之间区域的磁通 ft «>: 


S t - S . = ^< P . (21.51) 

我可以通过改变回路上的磁场来控制这个相位差，所以我能够调节这个相位差， SS 流过结 
的总电流是否显示这两部分的任何干涉。总电流将是 ■/ .和 •/» 之和。为了方便起见，我们 
写成 

S . + S „ = 5 0 - 

于是 

= Jo { S in( So + 1 4 . )4- sin (21>52) 

=Josin 5。 cos 

现在我们对灸一无所知，而大自然能够根据环境随意调节它。尤其是，它将取决于我 
们加在结上的外加电压。然而，无论我们做什么 ， sin A 永远不可能大于1。所以对于任何 
给定的电流的极大值为 

= Jo I COS I . 

这个极大电流将随而变化，每当 

< t > = n — , 

9 . 


时，它本身为最大，此处 n 为整数。这就是说在磁通匝连数正好具有我们在式 (21. 30) 中得 
出的量子化数值时，电流有极大值！ 



围 21-8 穿过一对约 S 夫森结的电流记录 

显示电流是两个结之间区域的磁场的函数（参见图21-7)。[此记录由福特汽车公司科 
学实验室的 R . C . Jaklevic , J . Umbe . A . H . Silver 及 J . E . Mercereau 提供。] 

在没有场的地方矢势是否存在，这是关于 歎子力 学的一个迷人的问题 M 。 我刚才描述 
的这个实验，也用置于两个结之间的细小螺线管来做过，此时唯一有效的磁场 B 在螺线管 
的内部，而在超导导线本身上的磁场微不足道。据报道电流的 景值根 据该螺线管内部的磁 
通 tt 而振荡，即使该磁场从不接触导线——这是矢势是“物理实在”的又一个证明"％ 

我们不知道接下来将出现什么。但是来看看能做成些什么吧！首先注意，两个结之间 
的干涉可以用来做成一个灵敏磁强计。如果把一对结所包围的面积做成，臂如说丨 nun 2 , 则 
在图 21-8 的曲线上极大值之间的间隔为 2 X 10〃 高斯。分辨出两个峰之间距离的1/10是 
完全可能的，所以用这种结测*小到 2 X 10 7 高斯的磁场应该是没有问题的一或者可以 
如此精度来测 M 较大的磁场。我们甚至能走得更远些。例如，假定我们把一组10个或20 
个结以相同的间隔放在一起，于是我们就会有10个或20个狭缝之间的干涉.并且当我们改 
变磁场时，我们将得到非常尖锐的极大值和极小值。我们可以有一个用于测置磁场的20个 
或者甚至为100个狭缝的干涉仪，而不是两个狭缝的干涉。或许我们可以预言，磁场的测 
»——用1子力学的干涉效应——将最终变得和光的波长测量一样精密。 

这些都是关于现代所发生的事情的一些例证一晶体管、激光以及现在的这些结，它们 
最终的实际应用仍属未知。1926年所发现的量子力学已经有了近40年的发展历史.而且相 
当突然地开始在许多实用方面得到利用。我们正在非常楕美的水准上取得对自然界的控制。 

很遗憾，要参加这项冒险活动,尽快学习置子力学是绝对必要的。我们的希望是在这门 
课程中找到一种方法，使你们能尽早了解这一部分物理学的奥秘。 
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最近对穿过两个结的约瑟夫森电流，作为两结之间区域内的磁场的函数进行了测量 • 。 
其结果如图 21-8 所示。存在一个普遍的背景电流，它们来自各种被我们忽略的效应。但是 
伴随磁场变化的电流的快速振荡是由式 (21. 52) 中的干涉项 cos 9 。 少 A 引起的。 





费恩曼的结束语 

好.我已经给你们讲了两年的课.现在我就要停下来了。在有些方面我愿意道歉，而在 
另一些方面却不必。我希望——事实上.我知道一你们中有二、三十人怀着极大的兴趣听 
馑了 所有的内容，并且学习得很愉快。但是我也知道，“除了在那些实际上并非必要的幸运 
情况下，许多讲课是很少有成效的”。所以对你们中已经情得所有内容的二、三十人,我可以 
说，我并没有做什么事，只不过把这些内容告诉了你们。对于其他的人，如果我使你憎恨这 
门学科，那我感到抱歉。我以前从未教过基础物理,我向你们表示歉意。我只希望我没有给 
你们带来过多的麻烦，而且希望你不会离开这个令人激动的事业。我希望别的人能以不致 
使你倒 R 口的方法把这些教给你，并使你有朝一日终于发现它并不像看起来那样令人可怕。 

敁后，请允许我再说一句，我教这门课的主要目的不是替你为应付某种考试作准备—— 
甚至也不是为你参加工业部门或军事部门工作作准备。我极希望告诉你怎样鉴赏这奇妙的 
世界以及对物理学家看待这一世界的方式，我相信这是现代真正的文化的一个主要部分。 
(或许其他学科的教授会反对这种看法，但我相信他们是完全错误的。） 

你或许不仅欣赏这种文化，甚至还可能想要加入这早已开始了的人类心智嵌伟大的词 
险中来。 
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本书涉及的非法定计置单位换算关系表 


单位符号 

单位名称 

物理最名称 

换算系数 

bar 

巴 

大卡 

压强，压力 

1 bar = 10 s Pa 

Cal 

热量 

1 Cal = 1 kcal 

cal 

卡[路里] 

热置 

1 cal = 4. 186 8 J 

dyn 

达因 

力 

1 dyn = 1(T S N 

f, fa, fathom 

英寻 

长度 

1 f = 2yd = 1.828 8 m 

fermi (fm) 

费米 

(核 距离〉 长度 

1 fermi = 1 fm = 10~ l5 m 

ft 

英尺 

长度 

1 ft = 3. 048 X lO^m 

G, Gs 

高斯 

磁通置密度，磁感应强度 

1 Gs = 10~ 4 T 

gal 

加仑 

容积 

1 gal (UK) = 3. 785 43 L 

in 

英寸 

长度 

1 in = 2. 54 cm 

lb 

磅 

质《 

1 lb = 0. 453 592 kg 

mi 

英里 

长度 

1 mi = 1.609 34 km 

Mx 

麦克斯韦 

磁通燉 

1 Mx = 10 8 Wb 

Oe 

奥斯特 

磁场强度 

1 Oe = 1 Gb/cm = (1 000 /4 tt) A /m 
= 79. 577 5 A/m 

oz 

盎司 

质 S 

1 oz = 28. 349 523 g 

qt 

夸脱 

容积 

1 qt (UK) = 1. 136 52 dm 3 
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